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Y o r Av o r t. 

Nachdem ich in den letzten Jahren einige Sätze, Principien und 
Methoden, welche der Theorie der allgemeinen und linearen Differen- 
tialgleichungen angehören, veröffentlicht habe, will ich im vorliegenden 
Werke eine zusammenhängende Theorie der dahin gehörigen Unter- 
suchungen entwickeln, welcher jene einzelnen, hier bedeutend er- 
weiterten und verallgemeinerten Sätze entnommen waren. Damit der 
Zusammenhang der Entwicklung selbst nicht unterbrochen werde, 
mögen in diesem Vorworte einige Bemerkungen über den Zweck und 
den Inhalt der vorliegenden Untersuchungen vorausgeschickt werden. 

Wie schon zum Zwecke der Anwendung der von Herrn Fuchs 
aufgestellten Principien auf vorgelegte lineare homogene Differential- 
gleichungen in den Arbeiten des Herrn Frobenius die Einführung 
des Begriffes der Irreductibilität linearer homogener Differential- 
gleichungen als nothwendig "sich ergab, so ist es zum Zwecke von 
Betrachtungen der Eigenschaften allgemeiner Differentialgleichungen 
unabweislich, die Irreductibilität derselben in der allgemeinsten Weise 
zu definiren; nachdem dies geschehen und untersucht worden, unter 
welchen Bedingungen überhaupt eine Differentialgleichung, wenn diese 
mit einer anderen ein Integral gemein hat, alle Integrale mit jener 
gemeinsam haben muss, wird die Frage aufgeworfen, nach welchen 
Methoden man entscheidet, ob eine Differentialgleichung irreductibel 
ist, eine Frage, welche für die einfachsten linearen nicht homogenen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit der Aufsuchung der 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen zusammenfallt, unter 
denen das Integral einer durch ein AbeTsches Integral definirten 
Transcendenten algebraisch durch eben diese Transcendente ausdrück- 
bar ist; ähnliche Untersuchungen lassen sich für die Integrale anderer 
transcendenter Functionen durchführen, welche wieder auf eben diese 
Transcendenten algebraisch reducirbar sind. Schwieriger ist die Ir- 
reductibilitätsuntersuchung der allgemeinen linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung; die algebraische Beziehung zwischen 
zwei Fundamentalintegralen derselben kennzeichnet diese als reduc- 
tibel, und schliesst man diesen Fall aus, so findet man, dass, wenn 
eine solche Differentialgleichung reductibel ist, sie als algebraisches 

Integral erster Ordnung eine lineare Differentialgleichung erster Ord- 

a* 
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nung und zwar auch eine homogene besitzen muss; für den Fall 
eines algebraischen Zusammenhanges der beiden Fundamentalintegrale 
werden Bedingungen für die Gültigkeit eben dieses Satzes aufgestellt, 
die allgemeine Untersuchung jedoch erst später wieder aufgenommen, 
und zunächst erst für allgemeine lineare homogene und nicht homogene 
Differentialgleichungen m*®' Ordnung der ähnliche Satz bewiesen, dass, 
wenn dieselbe redactibel ist, also ein algebraisches Integral q^' Ord- 
nung besitzt, und zwischen den m particulären Fundamentalintegralen 
und deren q — 1 ersten Ableitungen keine algebraische Beziehung 
besteht, jenes algebraische Integral eine lineare Differentialgleichung 
^ter Ordnung sein muss. 

Die Arbeit wendet sich sodann zur Begründung eines Funda- 
menlalsatzes in der Theorie der Differentialgleichungen, welcher die 
Basis für die Untersuchungen über das AbeTsche Theorem der 
Differentialgleichungen, die Transformationstheorie der durch Diffe- 
rentialgleichungen definirten Transcendenten und die Natur dieser 
Integrale bildet; besteht zwischen particulären Integralen von in 
Bezug auf den höchsten Differentialquotienten algebraisch irreducti- 
beln Differentialgleichungen und zwar solchen Integralen, welche 
gleichartigen Differentialgleichungen niederer Ordnung nicht genügen, 
und particulären Integralen algebraischer Differentialgleichungen, deren 
unabhängige Variablen zu denen des ersten Systems in algebraischer 
Beziehung stehen, und deren Ableitungen eine algebraische Relation, 
so bleibt diese bestehen, wenn man für die ersteren Integrale be- 
liebige andere particuläre Integrale jenes Systems setzt, wenn man 
nur für die Integrale des zweiten Systems passende particuläre Inte- 
grale dieses Systems substituirt — lautet jenes Theorem und ein 
ähnlicher Satz mit engeren Bedingungen, welche Sätze nach genauer 
Discussion des algebraischen Zusammenhanges zwischen den un- 
abhängigen Variabein der Differentialgleichungen auf Systeme von 
Differentialgleichungen erster Ordnung angewendet werden. Mit Hülfe 
dieser Sätze werden die Fragen nach dem algebraischen Zusammen- 
hange zwischen Aberschen Integralen unter sich und mit anderen 
Transcendenten erörtert, wonach analytische Functionen, denen ein 
Additionstheorem zukommt, in solche Beziehungen nicht eintreten 
können. Die Methode der Untersuchung führt unmittelbar auf ein 
Problem, das uns im Folgenden noch häufig beschäftigt und ein 
weitergehendes Interesse hat; die Untersuchung der Integrale linearer 
homogener Differentialgleichungen war lediglich dadurch ermöglicht 
worden, dass sich das allgemeine Integral in bestimmter Weise mit 
Hülfe der particulären Fundamentalintegrale und willkürlicher Con- 
stanten zusammensetzen lässt, und es tritt nun die allgemeine Frage 
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auf, für welche Klassen von Diflferentialgleichungen das allgemeine 
Integral eine algebraische Function particulärer Integrale und will- 
kührlicher Constanten ist, eine Frage, welche identisch ist mit der 
nach der Zahl der selbständigen Transcendeuten, welche durch eine 
gegebene Differentialgleichung definirt werden; an dieser Stelle wird 
zunächst die Untersuchung für solche Differentialgleichungen erster 
Ordnung durchgeführt, deren allgemeines Integral eine, algebraische 
Function eines particulären und einer willkührlichen Cohstanten ist, in 
welche die unabhängige Variable nicht eintritt, und gefunden, dass 
auch solche Transcendenten nicht mit AbeTschen Integralen in einer 
algebraischen Beziehung stehen können. Die Anwendung des obigen 
Fundamentalsatzes auf diese Gattung von Fragen wird mit der Unter- 
suchung des algebraischen Zusammenhanges zwischen Integralen von 
homogenen und nicht homogenen linearen Differentialgleichungen 
erster Ordnung beschlossen. 

Die Erweiterung des AbeTschen Theorems auf Integrale von 
Differentialgleichungen bildet den Gegenstand eines weiteren Kapitels 
der vorliegenden Untersuchungen, indem nicht, wie für Integrale 
algebraischer Functionen, eine additive Beziehung von Functionen ge- 
sucht wird, deren Gränzen in algebraischem Zusammenhange stehen 
— und für Quadraturen ist die einzig mögliche analystische Be- 
ziehung eine additive — sondern das Problem erweitert wird zur 
Feststellung irgend einer algebraischen Beziehung zwischen den Werthen 
eines und desselben particulären Integrales irgend einer Differential- 
gleichung für algebraisch von einander abhängige Werthe der un- 
abhängigen Variabein. Nachdem der Satz für homogene lineare 
Diflerentialgleichungen erster Ordnung entwickelt ist, wird nach- 
gewiesen, dass irreductible Differentialgleichungen von einer höheren 
Ordnung als der ersten ein dem Geschlechte 1 zugehöriges AbeV- 
sches Theorem, in welches die Werthe der unabhängigen Variabein 
selbst nicht eintreten sollen, nicht besitzen können, dass ferner für 
hierher gehörige Differentialgleichungen erster Ordnung das allgemeine 
Integral eine von der unabhängigen Variabein freie, algebraische 
Function eines particulären Integrales und einer willkührlichen Con- 
stanten sein muss, und es ist dann leicht, die allgemeine nothwendige 
und hinreichende Form der hierher gehörigen Differentialgleichungen 
erster Ordnung aufzustellen. Lässt man nunmehr in die das AbeTsche 
Theorem repräsentirende, dem Geschlechte 1 zugehörige, algebraische 
Gleichung zwischen den Werthen des particulären Integrales einer Diffe- 
rentialgleichung auch die unabhängigen Variabein eintreten, so wird 
man wieder auf irreductible Differentialgleichungen erster Ordnung 
geführt, für welche jedoch das allgemeine Integral algebraisch von 
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• 

einem particulären^ einer Constanten und der unabhängigen Variabein 
abhängt. Nachdem die Diflferentialgleiehungen erster Ordnung auf- 
gestellt, für welche die Beziehung des allgemeinen zu einem parti- 
culären Integrale eine ganze oder gebrochene algebraische ist, und 
für diese Fälle die Form des zugehörigen AbeTachen Theorems, so- 
weit es allgemein angegeben werden kann, ermittelt worden, wendet 
sich die Untersuchung zu denjenigen Differentialgleichungen, fiir 
welche das AbeTsche Theorem dem Geschlechte p = 2 angehört. 
Indem die Klasse der zugehörigen irreductibeln Differentialgleichungen 
sich auf diejenigen zweiter oder erster Ordnung beschränkt, und als 
nothwendige Bedingung dieser Differentialgleichungen die ermittelt 
worden, dass das allgemeine Integral eine algebraische Function 
zweier particulärer Integrale und zweier oder einer willkührlichen 
Constanten ist, in welche auch die unabhängige Variable algebraisch 
eintritt, wird diese letztere Eigenschaft allen linearen Differential- 
gleichungen erster Ordnung zugesprochen, und die nothwendige Form 
aller Differentialgleichungen erster Ordnung aufgestellt, welchen eine 
derartige Beziehung zukommt. Nachdem wieder die allgemeine 
Form der ganzen und gebrochenen rationalen Beziehungen unter- 
sucht worden, welche mit Hülfe zweier particulärer Integrale und 
einer Constanten das allgemeine Integral liefern, wird die Existenz 
derartiger algebraischer Beziehungen von der Integrabilitätsbedingung 
einer Pfaff'schen Gleichung abhängig gemacht und gezeigt, dass 
die einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, für 
welche das allgemeine Integral eine algebraische Function zweier 
particulärer Integrale und einer willkührlichen Constanten ist, in 
welche die unabhängige Variable nicht eintritt, die .der linearen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung und der durch algebraische Sub- 
stitution aus diesen abgeleiteten ist, und es ist leicht, dann das 
AbeTsche Theorem für diese Klasse von Differentialgleichungen zu 
entwickeln, in welches zwei particuläre Integrale für algebraisch unter 
einander zusammenhängende Werthe der Variabein eintreten. Nach 
einigen allgemeinen Betrachtungen über die Form des Additions- 
theorems der 'ö'-functionen. Ab ersehen Integrale imd AbeTschen 
Functionen, welche zu schliessen gestatten, dass in dem AbeTschen 
Theorem von Differentialgleichungen höherer Ordnung als der ersten 
die Geschlechtszahl die Einheit übersteigen muss, und die algebraische 
Relation keine lineare sein darf, wird die Frage nach der Gestalt des 
AbeTschen Theorems für beliebige lineare homogene Differential- 
gleichungen aufgeworfen, und die Form der allgemeinsten algebrai- 
schen Relation gefunden, welche zwischen particulären Integralen 
derselben für algebraisch von einander abhängige Werthe der un- 
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abhängigen Variabein stattfinden kann. Den Abschluss dieser Be- 
trachtungen bildet die schon oben begonnene Untersuchung der re- 
ductibeln linearen homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
für welche, wenn die zwei Fundamentalintegrale in algebraischer Be- 
ziehung zu einander stehen, die einzig mögliche Form dieser Relation 
aufgestellt, und allgemein nachgewiesen wird, dass dieselben stets ein 
Integral erster Ordnung in Form einer linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung besitzen; daraus folgt dann unmittel- 
bar die Aufstellung des AbeTschen Theorems für die reductibeln 
homogenen linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Wir kommen nunmehr zur Inhaltsangabe des zweiten Theiles 
der vorliegenden Untersuchungen, der sich mit der Natur der Inte- 
grale linearer Differentialgleichungen beliebiger Ordnung beschäftigt, 
insofern sich diese durch algebraisch-logarithmische Functionen oder 
durch Verbindungen solcher Functionen und Aberscher Integrale 
darstellen lassen. Es ist bekannt, dass die Arbeiten AbeTs über die 
Theorie der elliptischen Transcendenten in ihren Resultaten sich von 
denen Gausses und Jacobi's wesentlich dadurch unterscheiden, dass 
in denselben — vorzüglich in dem berühmten precis d'une theorie 
des fonctions elliptiques und in einigen vor kurzem aus dem Nach- 
lasse von Abel veröffentlichten Noten — allgemeine Fundamental- 
sätze der Integralrechnung entwickelt werden, welche sich mit den 
Beziehungen zwischen algebraisch -logarithmischen Functionen und 
AbeTschen Integralen sowie mit den Reductionen solcher Functionen 
auf einander beschäftigen, von dem sogenannten AbeTschen Theorem 
abgesehen, das die Grundlage der neueren Analysis geworden ist. 
Nachdem ich in dem ersten Theile der vorliegenden Arbeit eine An- 
badinung zur Ausdehnung des Ab einsehen Theorems und der darauf 
beruhenden Theorieen von Quadraturen auf Lösungen von Differential- 
gleichungen versucht habe, beschäftige ich mich im zweiten Theile 
mit der Ausdehnung der AbeTschen Untersuchungen über die Re- 
duction von Integralen algebraischer Functionen auf Integrale linearer 
Differentialgleichungen. Abel hat gezeigt, dass, wenn das Integral 
einer algebraischen Function auf algebraisch-logarithmische Func- 
tionen und elliptische Integrale zurückführbar ist, das allgemeine alge- 
braische Reductionsproblem darauf zurückgeführt werden könne, dass 
die Variabein der Reductionsfunctionen rational aus den Variabein 
des Aberschen Integrales und dessen Irrationalität zusammengesetzt 
sind, wobei er für die Reduction elliptischer und hyperelliptischer 
Integrale auf algebraisch -logarithmische Functionen und elliptische 
Integrale die Variabein der Reductionsfunctionen rein rational von 
der Variabein der transformirten Function abhängig zu machen im 
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Stande war. Von der Ausdehnung dieses letzteren Satzes schon auf 
den unmittelbar nächsten Fall von der Beduction eines Aberschen 
Integrales auf algebraisch-logarithmische Functionen und elliptische 
Integrale sagt aber Abel: ^^rnais en conservant a la fonction y toute 
sa generalit^, j'ai ete arrete la par des difficultes qui surpassent mes 
forces et que je ne vaincrai jamais'^ In den vorliegenden Unter- 
suchungen ist das Reductionsproblem nicht bloss für Quadraturen^ 
sondern auch für Integrale linearer Differentialgleichungen auf das 
rationale zurückgeführt, und ich will im Folgenden kurz die wesent- 
lichsten Resultate dieser Untersuchungen angeben. Wir theilen die 
Behandlung der Frage in zwei Theile, von denen der erste sich mit 
den Beziehungen beschäftigt, welche zwischen den Grenzen der Inte- 
grale der Differentialgleichung, insofern diese durch Quadraturen 
darstellbar sind, und den Coefficienten der Differentialgleichung be- 
stehen ^ der zweite die Natur der AbeTschen Integrale und der zu 
ihnen gehörigen algebraischen Irrationalitäten zu untersuchen hat, 
welche linearen Differentialgleichungen genügen. Die erstere Unter- 
suchung beschäftigt sich einerseits mit den Folgerungen, welche aus 
der Existenz eines durch algebraisch-logarithmische Functionen und 
AbeFsche Integrale darstellbaren Integrales einer solchen Differential- 
gleichung für die Beschaffenheit nothwendig daraus folgender Inte- 
grale hergeleitet werden können, andererseits mit der Untersuchung 
der Form eines jeden in der angegebenen Weise darstellbaren Inte- 
grales, und die Beantwortung der hier auf geworfenen Fragen bildet die 
eigentliche Ausdehnung der bekannten Aberschen Sätze. Die Annahme 
algebraisch-logarithmischer Integrale linearer Differentialgleichungen 
führt auf die Existenz anderer, deren Argumente rational aus den 
Coefficienten der Differentialgleichung zusammengesetzt sind, und das- 
selbe gilt für solche aus algebraisch-logarithmischen Functionen und 
AbeTschen Integralen additiv zusammengesetzten Integrale, wobei 
für die Grenzen der letzteren algebraische Gleichungen eintreten, deren 
Coefficienten wiederum rational jene Grössen enthalten, und schon 
hier wird, wenigstens für binomische Irrationalitäten, die Reduction 
auf das rationale Problem entwickelt, für welches die Coefficienten 
der eben bezeichneten algebraischen Gleichungen nur rational aus der 
unabhängigen Yariabeln zusammengesetzt sind, eine Beduction, deren 
Verallgemeinerung erst später gegeben werden kann, nachdem die 
nothwendige Beschaffenheit der Irrationalitäten untersucht worden. 
Zunächst wird die Bedeutung der rationalen Reduction an einigen 
Anwendungen nachgewiesen, indem mit Hülfe von Methoden, wie sie 
die Functionentheorie nahe legt und die ich schon zum Zwecke des 
Nachweises, dass ein allgemeines Transformationsproblem für hyper- 
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elliptische Integrale von höherer Ordnung als der ersten nicht existirt, 
früher verwerthet habe, die Fragen der Reduction hyperelliptischer 
Integrale auf elliptische und hyperelliptische Integrale niederer Ord- 
nung beantwortet werden, wobei zugleich zum Abschluss dieser Unter- 
suchungen die Verwerthung der hyperelliptischen '9'-functionen für 
die Behandlung dieser Probleme besprochen wird; alle diese Re- 
ductionsprobleme werden an Beispielen erläutert. Sind die Integrale 
der linearen Differentialgleichung nicht additiv aus algebraisch-loga- 
rithmischen Functionen und Ab einsehen Integralen zusammengesetzt, 
so lässt sich mit Hülfe oben bewiesener Sätze die nothwendige Form 
dieser Verbindungen feststellen, und auch für diese Zusammensetzung 
die Reduction auf andere rationale Formen vollziehen, welche dann 
auch Integrale der Differentialgleichung sein müssen. Nunmehr wendet 
sich die Untersuchung zur Beschaffenheit eines jeden algebraisch- 
logarithmischen Integrales und wirft die Frage auf, welche Eigen- 
schaften die reducirte Differentialgleichung haben müsse, damit jenes 
Integral stets rational durch die Coefficienten der Differentialgleichung 
ausdrückbar sei; diese Frage wird dann ausgedehnt auf solche Inte- 
grale von Differentialgleichungen, welche durch elliptische und Ab eTsche 
Integrale darstellbar sind, und ähnlich durch Auffindung von Be- 
dingungen beantwortet, wobei sich eine interessante Reduction alge- 
braischer irreductibler Gleichungen vermöge der Transformationstheorie 
der elliptischen und AbeTschen Functionen ergiebt. 

Endlich richtet sich die Untersuchung auf die Erforschung der 
Eigenschaften der algebraischen Irrationalitäten, welche den einer 
linearen Differentialgleichung genügenden elliptischen und AbeTschen 
Integralen zu Grunde liegen; nachdem die Frage wieder auf Inte- 
grale erster Gattung zurückgeführt worden, wird gezeigt, dass, wenn 
einer linearen nicht homogenen Differentialgleichung, deren rechte 
Seite bei einem geschlossenen Umlaufe der Variabein, für welchen 
die Coefficienten der Differentialgleichung unverändert bleiben, in ein 
Multiplum ihres Werthes übergeht — worin dieses Multiplum be- 
kanntlich eine Einheitswurzel sein muss — ein elliptisches Integral 
genügt, unter der Voraussetzung, dass die reducirte Differential- 
gleichung, wenn sie überhaupt durch ein AbeTsches Integral be- 
friedigt wird, als solches nur ein elliptisches Integral mit demselben 
Modul besitzt, der Integralmodul des elliptischen Integrales ein Modul 
complexer Multiplication sein muss, wenn jeaes Multiplum nicht — 1 
ist; weiter liefern Betrachtungen, die der Transformationstheorie der 
elliptischen Functionen angehören, das Resultat, dass jene Multipla 
nur 3*®, 4*® und 6*® Einheitswurzeln und somit nur drei bestimmte 
elliptische Integrale, welche zu den binomischen Polynomen 3*®^, 4^^ 

Eönigsberger, Differentialgleicli. a *^ 



X Vorwort. 

und 6*®° Grades gehören, Lösungen jener Differentialgleichung sein 
können. Nachdem auch für diese Fälle mit Hülfe des AbeTschen 
Theorems die Reduction auf das rationale Problem ausgeführt und 
gezeigt worden, wie man alle Differentialgleichungen aufstellt, welche 
die angegebenen Integrale zu Lösungen haben, wird die Untersuchung 
auf die Fälle verallgemeinert, dass zwischen mehreren Werthen der 
die rechte Seite der Differentialgleichung bildenden algebraischen 
Function eine lineare Relation stattfindet, und die Bedeutung dieser 
Annahme für die Entwicklung der Function um ihre Verzweigungs- 
punkte herum geprüft; mit Hülfe von Methoden, wie sie schon mehr- 
fach erwähnt worden, wird sodann der Satz bewiesen, dass, wenn 
einer linearen Differentialgleichung ein elliptisches Integral genügt, 
und es kommen in der Entwicklung der rechten Seite derselben um 
einen Verzweigungspunkt herum für einen primzahligen Cyclus q 
nach Zusammenfassen der gleichen gebrochenen Potenzen nicht alle 
Potenzen mit dem Nenner q vor, der Modul des elliptischen Inte- 
grales ein Modul complexer Multiplication ist, wenn die reducirte 
Differentialgleichung den angegebenen Beschränkungen unterliegt. 
Zugleich ergiebt sich aber ein merkwürdiger Zusammenhang zwischen 
der Entwicklungsform der algebraischen Function, der complexen 
Multiplication und den Sätzen von der Zerlegung der Kreistheilungs- 
gleichung, indem gezeigt wird, dass, wenn g^S (mod. 4), die Ent- 
wicklung der rechten Seite der Differentialgleichung gerade ^—^ — ge- 
brochene Potenzen enthält, deren Nenner q und deren Zähler die 
^—z — quadratischen Reste oder Nichtreste von q sind, dass femer 



y — Q der Multiplicator der complexen Multiplication des elliptischen 
Integrales, und der Integralmodul selbst bis auf die durch alge- 
braische Transformation aus diesem herleitbaren bestimmt ist. Aehn- 
liche Sätze lassen sich für den Fall entwickeln, dass der linearen nicht 
homogenen Differentialgleichung hyperelliptische oder Abel' sehe Inte- 
grale genügen, wie an den zu einer binomischen Irrationalität ge- 
hörigen hyperelliptischen Integralen nachgewiesen wird. 

Ich will am Schlüsse dieses Vorwortes nur noch bemerken, dass 
sich grosse Theile dieser Untersuchungen auch auf partielle Differential- 
gleichungen ausdehnen lassen, worauf ich jedoch in der vorliegenden 
Arbeit nicht weiter eingehen konnte, wenn ich den Zusammenhang 
des Ganzen nicht beeinträchtigen wollte. 

Der Verfasser. 
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Erstes Kapitel. 

Die Irreductibilität algebraischer Differentialgleiebungen und die 
Anwendung des Irrednctibilitätsbegriffes bei der Untersuchung 

von Transcendenten. 

§ 1. 

Die Irreduotibilität algebraiBoher Differentialgleiohnngen. 

Die Aufstellung von Theoremen, welche grössere Klassen alge- 
braischer Differentialgleichungen umfassen, erfordert die Einführung 
des Begriffes der Irreductibilität der Differentialgleichungen, welche 
bisher*) nur bei gewissen Klassen linearer homogener Differential- 
gleichungen Berücksichtigung gefunden hat. 

Die Differentialgleichung m^^ Ordnung 

,./ dz öTzX 

f\^y Vi, 2/2, •• • Vv 'y-d^^'- -dxm) = 0; 

in welcher y,, ^2? ' ' ' 2/? algebraische irreductible Functionen von x 
bedeuten, während f eine ganze rationale Function der innerhalb der 
Klammem enthaltenen Grössen vorstellt, soll dann eine irreductible 

genannt werden, wenn sie weder in Bezug auf , im algebraischen 

Sinne reductibel ist, noch mit einer Differentialgleichung niederer Ordnung 
und von demselben Charakter 

[ dz d^'Z \ r. 

• <p(^, yi, 2/2, • • y^, ^, äx^ • • • -j^) = 0, 

worin q) wieder eine ganze raHonale Function bedeutet, und ft < m ist, 
irgend ein Integral gemein hat 

Für m=0 fällt diese Definition der Irreductibilität der Differential- 
gleichungen mit derjenigen für algebraische Gleichungen zusammen. 

Aus der gegebenen Definition folgt, dass eine irreductible Differential- 
gleichung mit keiner anderen algebraischen Differentialgleichung derselben 
Ordnung, welche jedoch in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten 

*) Vergl. die Arbeiten des Herrn Frobenius über lineare Differential- 
gleichungen im Journal für Mathematik von Borchardt. 
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von Transcendenten. 

§ 1. 

Die Irreduotibilität algebraischer Differentialgleichungen. 

Die Aufstellung von Theoremen, welche grössere Klassen alge- 
braischer Differentialgleichungen umfassen , erfordert die Einführung 
des Begriffes der Irreductibilität der Differentialgleichungen, welche 
bisher*) nur bei gewissen Klassen linearer homogener Differential- 
gleichungen Berücksichtigung gefunden hat. 

Die Differentialgleichung w*®' Ordnung 

r( dz äT'zX ^ 

in welcher y^, Vif ' ' ' V^ algebraische irreductible Functionen von x 
bedeuten, während f eine ganze rationale Function der innerhalb der 
Klammem enthaltenen Grössen vorstellt, soll dann eine irreductible 

genannt werden, wenn sie weder in Bezvg auf , ^ im algebraischen 

Sinne reductibel ist, noch mit einer Differentialgkichung niederer Ordnung 
und von demselben Charakter 

( dz d^'Z \ r. 

worin tp wieder eine ganze rationale Function bedeutet, und /it < w ist, 
irgend ein Integral gemein hat 

Für m=0 fallt diese Definition der Irreductibilität der Differential- 
gleichungen mit derjenigen für algebraische Gleichungen zusammen. 

Aus der gegebenen Definition folgt, dxiss eine irreductible Differential- 
gleichung mit keiner anderen algebraischen Differentialgleichung derselben 
Ordnung, welche jedoch in Bezug auf den Jwchsten Differentialquotienten 



*) Vergl. die Arbeiten des Herrn Frobenius über lineare Differential- 
gleichungen im Jonmal für Mathematik von Borcbardt. 

Königsberger, Differentialgleicli. 1 



XII Inhaltsverzeichniss. 

Viertes Kapitel. 

Heber die Form der durch Quadraturen darstellbaren Integrale 
linearer, nicht homogener Differentialgleichungen. 

Seite 

§ 10. HerleituDg einfacherer charakteristischer Formen aus der Existenz 

algebraisch-logarithmischer Integrale linearer Differentialgleichungen. 120 

§11. Herleitung charakteristischer Formen aus der Existenz von Inte- 
gralen linearer Differentialgleichungen, welche additiv aus algebraisch- 
logarithmischen Functionen und AbeTschen Integralen zusammen- 
gesetzt sind 130 

§ 12. Anwendung der Beductionsformeln auf die Behandlung der Frage 
von der Zurückführbarkeit hyperelliptischer Integrale auf elliptische 
und hyperelliptische niederer Ordnung 146 

§ 13. Beductionsformen von Integralen linearer Differentialgleichungen, 
welche additiv aus Producten von algebraischen Functionen und 
Ab ersehen Integralen zusammengesetzt sind, 178 

§ 14. Eigenschaften der algebraischen Grenzen solcher Integrale linearer 
Differentialgleichungen, welche aus algebraisch-logarithmischen Func- 
tionen und AbeTschen Integralen zusammengesetzt sind 188 

§ 15. Eigenschaften der Irrationalitäten solcher AbeTscher Integrale, aus 

denen Integrale linearer Differentialgleichungen zusammengesetzt sind 204 



Erstes Kapitel. 

Die Irreductibilität algebraischer Differentialgleichungen and die 
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§ 1. 

Die Irreductibilität algebraischer Differentialgleichungen. 

Die Aufstellung von Theoremen, welche grössere Klassen alge- 
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des Begriffes der Irreductibilität der Differentialgleichungen, welche 
bisher*) nur bei gewissen Klassen linearer homogener Differential- 
gleichungen Berücksichtigung gefunden hat. 

Die Differentialgleichung w*®' Ordnung 

in welcher Vi, y^j * ' ' Vq algebraische irreductible Functionen von x 
bedeuten, während f eine ganze rationale Function der innerhalb der 
Klammem enthaltenen Grössen vorstellt, soll dann eine irreductible 

genannt werden, wenn sie weder in Bezug auf , ^ im algebraischen 

Sinne reductibel ist, noch mit einer Differentialgleichung niederer Ordnung 
und von demselben Charakter 

[ dz d^'z \ ^ 

- ^[x, y„ y„ . . y,, z, ^~, • • • -^-j = 0, 

worin fp wieder eine ganze roMonale Function bedeutet, und fi <im ist, 
irgend ein Integral gemein hat. 

Für w=0 fällt diese Definition der Irreductibilität der Differential- 
gleichungen mit derjenigen für algebraische Gleichungen zusammen. 

Aus der gegebenen Definition folgt, dass eine irreductible Differential- 
gleichung mit keiner anderen algebraischen Differentialgleichung derselben 
Ordnung, welche jedoch in Bezug auf den Jiöchsten Differentialquotienten 
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Erstes Kapitel. 

Die Irredaetibilität algebraischer Differentialgleiehangen und die 
Anwendung des Irrednetibilitätsbegriffes bei der Untersnehnng 

von Transcendenten. 

§ 1. 

Die Irreduotibilität algebraiBOher Differentialgleiohiingen. 

Die Aufstellung von Theoremen, welche grössere Klassen alge- 
braischer Differentialgleichungen umfassen, erfordert die Einführung 
des Begriffes der Irreductibilität der Differentialgleichungen, welche 
bisher*) nur bei gewissen Klassen linearer homogener Differential- 
gleichungen Berücksichtigung gefunden hat. 

Die Differentialgleichung m*®' Ordnung 

./ dz drz\ ^ 

fi^^ yi; y2, • • • vv ^^ ^^ • • • dxm) = 0, 

in welcher y,, y^y ' ' ' Vq algebraische irreductible Functionen von x 
bedeuten, während f eine ganze rationale Function der innerhalb der 
Klammem enthaltenen Grössen vorstellt, soll dann eine irreduetible 

genannt werden, wenn sie weder in Bezvg auf , im algebraischen 

Sinne reductibel ist, noch mit einer Differentialgleichung niederer Ordnung 
und von demselben Charakter 

( dz d^'z \ f. 

toorin q) wieder eine ganze rationale Function bedeutet y und ft < m ist, 
irgend^ ein Integral gemein hat 

Für w=0 fällt diese Definition der Irreductibilität der Differential- 
gleichungen mit derjenigen für algebraische Gleichungen zusammen. 

Aus der gegebenen Definition folgt, dass eine irreductible Differential 
gleichung mit keiner anderen algebraischen Differentialgleichung derselben 
Ordnung, welche jedoch in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten 
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2 § 1. I^ie Irreductibilität algebraischer Differentialgleichungen. 

von niedrigerem Grade ist, ein Integral gemein haben kann, oder 
avxihy dass eine irreductible Differentialgleichung für kein particuläres 
Integral sich in Factoren zerlegen lassen darf, welche den Charakter 
der gegebenen Di/ferentialgleichum^ haben und in Bezug auf den 
höchsten Differentialquotienten vun^ niedrigerem Grade sind. Besitzt 
nämlich eine irreductible DiflFerentialgleichung mit einer Differen- 
tialgleichung derselben Ordnung, aber von niedrigerem Grade in 
Bezug auf den höchsten Differentialquotienten ein gemeinsames Inte- 
gral, so kann man mit den linken Seiten der beiden Differential- 

gleichungen, als Polynome von — -- aufgefasst, nach der Methode 

dx 

des grössten gemeinschaftlichen Theilers verfahren, ohne noch z 

irgend ein Integral bedeuten zu lassen; dann kann sich im Laufe 

der Operationen ein Rest ergeben, der ohne Benutzung des speciellen 

Werthes des gemeinsamen Integrales verschwindet, oder man ge- 

langt zu einem Reste, der gar nicht mehr enthält, sondern nur 

dx^ 

aus einer rationalen Verbindung der m — 1 ersten Differentialquotienten 
besteht; ist das erstere der Fall, so würde sich die gegebene Differential- 
gleichung für jedes z, als algebraische Gleichung in — — aufgefasst, 

in Factoren niedrigeren Grades in dieser Grosse zerlegen lassen, was 
nicht sein sollte, und träte das letztere ein, so würde, da bei der 
successiven Division in Folge der Annahme eines gemeinsamen Inte- 
grales der beiden Differentialgleichungen, auch stets der Rest durch 
dasselbe Integral identisch Null würde, somit auch der letzte Rest 
diese Eigenschaft besitzen, und daher das den beiden Differential- 
gleichungen gemeinsame Integral einer Differentialgleichung niederer 
Ordnung genügen, was wiederum der Annahme der Irreductibilität 
widerspricht. Da aber femer, wenn die irreductible Differentialgleichung 
sich für irgend ein particuläres Integral z^ mit Benutzung desselben in 
Factoren zerlegen lassen würde, welche in Bezug auf den höchsten 
Differentialquotienten von niedrigerem Grade wären, einer dieser Factoren 
verschwinden, und somit eine Differentialgleichung derselben Ordnung 
und in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten von niederem 
Grade existiren müsste, welche mit der gegebenen Differentialgleichung 
ein Integral gemein hat — was, wie eben gezeigt worden, nicht 
möglich ist — so kann also auch für kein Integral einer irreductibeln 
Differentialgleichung eine derartige Zerlegung stattfinden. 

So wird z. B. die Operation des grössten gemeinsamen Theilers 
zwischen den beiden Differentialgleichungen erster Ordnung 
/^^ ^'^(Z'-'Xy—(z — x) = und 0' — 0^x~l^ 0, 
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§ 1. Die Irredactibilität algebraischer Differeniialgleichnngen. 3 

welche das gemeinsame Integral i? = e* + a? besitzen, einen gleich 
Null identischen Rest liefern und daher die algebraische Beductibilität 
der Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades in 
der Form 

z'^ — z — {z — xf — {z — x) '=^ {z — Z -^ X — l){z '\- z — x) 

nach sich ziehen; dagegen wird dieselbe Operation ausgeübt auf die 
beiden Differentialgleichungen 

z'[^+xz''—z—% = und' z'^+xz—2z-'4. = 0, 

welchen das particuläre Integral z =^ x^ gemeinsam ist, als Rest der 
letzten Division 

{z' + 8)2 + {xz' - 2;ef — 4) (a: — xz' + 2z + if 

liefern, welcher Ausdruck ebenfalls für z = oi? verschwindet. 

Es war oben gezeigt worden, dass, wenn der Rest nicht identisch 
verschwindet sondern ein Differentialausdruck niederer Ordnung wird, 
das gemeinsame Integral auch der hierdurch definirten Differential- 
gleichung niederer Ordnung genügen wird, aber es mag noch aus- 
drücklich hervorgehoben werden, dass nicht jedes Integral des Restes 
auch ein gemeinsames Integral der beiden Differentialgleichungen 
wird sein müssen, da man nur schliessen kann, dass fdr jedes Inte- 
gral des Restes die beiden Differentialgleichungen derselben Ordnung 
aber verschiedenen Grades, wenn die höchste Ableitung als Unbe- 
kannte aufgefasst wird, eine gemeinsame Wurzel haben, doch braucht 
diese nicht die höchste Ableitung jenes Integrales des Restes zu sein. 
So wird z. B. die Operation des grössten gemeinschaftlichen Theilers 
zwischen den Differentialgleichungen 

^"_3/ + 2;2: = und z"^ — zz=0, 
welche das Integral z = ^ gemeinsam haben, den Rest 

^z^—\Zzz+4.z^ 
liefern, und es hat in der That auch die Differentialgleichung 

9/2— 13.9/ +4^2=0 
das Integral ;g? = e*, während ihr zweites selbständiges particuläres 
Integral z = e^" weder der einen noch der anderen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung Genüge leistet; dagegen haben für z^^e^'' ^ 
/=-je** die beiden Gleichungen 

Z—^z+2z = und Z^—zz' = 
oder 

^+|e** = und ^2— -|(e**)2 

die Lösung Z= — f e^* gemein, ohne dass diese die zweite Ableitung 

von €^^ ist. 

1* 



4 § 1. Die Irreductibilität algebraischer Differentialgleichungen. 

Ist eine algebraische Diflferentialgleichung erster Ordnung in Be- 
zug auf den Dififerentialquotienten erster Ordnung im algebraischen 
Sinne irreductibel, so müss sie, wenn sie reductibel sein soll, ein al- 
gebraisches Integral besitzen. 

Es mag endlich noch bemerkt werden, dass, wie schon hervor- 
gehoben worden, die Definition der Irreductibilität algebraischer 
Gleichungen zwar in der oben für die allgemeinen algebraischen 
Differentialgleichungen aufgestellten enthalten ist, dass jedoch eine 
wesentliche Abweichung in den aus dieser Definition hergeleiteten 
Folgerungen statthat; während nämlich für eine algebraische Gleichung 
der Satz gilt, dass, wenn sie eine Lösung besitzt, welche nicht die 
Wurzel einer gleichartigen Gleichung niederen Grades ist, keine ihrer 
Lösungen einer Gleichung niedrigeren Grades genügen darf, da offen- 
bar eine einer solchen Gleichung angehörende Lösung in Folge der 
Zerlegbarkeit des Gleichungspolynoms dieselbe Eigenschaft für alle 
anderen Lösungen nach sich zieht, wird eine Differentialgleichung 
particuläre Integrale haben können, welche Differentialgleichungen 
niederer Ordnung genügen, und auch solche, welche nur Differential- 
gleichungen derselben oder höherer Ordnung angehören, wie z. B. 
eine Differentialgleichung erster Ordnung ein transcendentes und ein 
algebraisches Integral haben kann. Eine Differentialgleichung, welche 
singulare Integrale besitzt, kann, wie aus der Definition der Irreducti- 
bilität unmittelbar hervorgeht, nicht irreductibel sein, da ein solches 
Integral auch die durch Differentiation der Differentialgleichung nach 
dem höchsten Differentialquotienten hervorgehende Differentialgleichung 
befriedigen muss. 

Bevor wir nun zur Aufstellung einer charakteristischen Eigenschaft 
irreductibler Differentialgleichungen übergehen, sei eine einfache Be- 
merkung vorausgeschickt, von der wir im Folgenden häufig Gebrauch 
machen werden. Wenn zwei algebraische Differentialgleichungen 

f(x, z, z\ z\ • • "• ;8:(^')) = und 2^ {x, z, z\ z\ ;?(«)) = 

irgend ein particuläres Integral gemein haben, so wird man durch 
M-malige Differentiation der ersten und m-malige der zweiten Gleichung 
im Ganzen w + w -[- 2 Gleichungen erhalten, aus denen man, wenn 
z^ das gemeinsame Integral bedeutet, die m -j- n + 1 Grössen 

auf algebraischem Wege eliminiren, und so zu einer algebraischen 
Gleichung in x gelangen kann, welche nothwendig identisch erfüllt sein 
muss; man sieht aber sogleich, dass die Durchführung der successiven 
Elimination bis zu dem von z und dessen Ableitungen freien Ausdrucke 
nur dann möglich ist, wenn das gemeinsame Integral ein algebraisches 
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ist, weil sich die Grössen ^i, ;?/, • • • ;2?/'"+*) vermöge des Eliminations- 
processes als algebraische Functionen von x ergeben^ und dass somit die 
Existenz eines gemeinsamen transcendenten Integrales als nothwendige 
Bedingung erfordert^ dass die successiye Elimination undurchführbar 
d. h. die oben hergeleiteten DiflFerentialgleichungen nicht von einander 
unabhängig sind; so haben z. B. die beiden Differentialgleichungen 

^_34£- + 2ä = und 41-^ = 0, 
dx^ äx * dx ' 

das gemeinsame transcendente Integral ^ «» g^^ daher liefert die 

Differentiation der zweiten Gleichung' eine Beziehung -j-^ — -j- = 0, 

welche mit der durch 2 multiplicirten zweiten Gleichung zusammen- 
gestellt, wieder auf die erste Differentialgleichung zurückführt. 

Wir beweisen nun folgenden für die weitere Theorie wesent- 
lichen Satz: 

Wenn eine algebraische Differentialgleichung mit einer a'nderen 
gleichartigen van niedrigerer Ordnung, welche in Be0i4g auf den höch- 
sten Differentialqtwtienten im algebraiscJien Sinne irreductibel ist, ein 
Integral gemein hat, welcJies Iceiner Differentialgleichung noch niederer 
Ordnung genügt, so werden sämmtliche Integrale der zweiten Differential- 
gleichung aitch der ersten genügen, oder die Differentialgleichung niederer 
Ordnung wird ein algebraisches Integral der ersteren sein. 

Hat nämlich die Differentialgleichung 

(1) . . . f(x, y„ y„ . ■ . y^, ^, -£, • • • j£j = 
mit der gleichartigen Differ|ntialgleichung 

worin w < ft ist, ein Integral 0^ gemein, welches nicht zugleich einer 
gleichartigen Differentialgleichung niederer Ordnung angehören soll, 
so denke man sich die Gleichung (2) für = ^^(^ — m)-mal diffe- 
rentiirt, woraus sich mit Einschluss von (1) und (2) ft — m + 2 
Gleichungen ergeben, aus denen die ft — m -|- 1 Grössen 

d^'z^ d"'-^^z, d^^z, 

dx""' ' dic'«+^ ' dx^' 

eliminirt werden sollen, so dass man vermöge der rationalen Ausdrück- 
barkeit der Ableitungen der irreductibeln algebraischen Functionen 
Vif y2> ' ' ' Vq <iurch X und diese Functionen selbst eine algebraische 
gleichartige Differentialgleichung 

(3) . . . . <)P [x, y„ 1/2, .. . y^, 0„ f^, .... ~^~r) = 

erhalten würde. 
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Man kann diesem Elmiinationsprocesse aber eine einfache aber- 
nchtliche Gestalt geben; denn setzt man die Gleichung (2) in die 
Form 

so folgt durch Differentiation 

durch nochmalige Differentiation mit Benutzung der zuletzt erhaltenen 
Gleichung 

u. s. w. bis 

[p;g(m)p-i + O — 1)/;^-)^-* H }-/p_i] ^^ 

+ F„_^ (a;, ^, j^', . . . . ;s<->) = 
oder 

in welcher Gleichung ^ eine rationale Function bedeutet^ und welche 
ebenfalls durch das Integral z^ befriedigt wird. Beachtet man, dass 
der Ausdruck 

wegen der für die Gleichung (2) gemachten Voraussetzung fSr js == jsTi 
auf Grund der oben gemachten Auseinandersetzungen nicht ver- 
schwinden kann, und denken wir uns jetzt die aus den durch Diffe- 
rentiation abgeleiteten Gleichungen sich ergebenden Werthe von 

^ (m-f 1) « (m+2) »{fi) 

in die Gleichung (1) eingesetzt, so ergiebt sich eine Gleichung 

welche mit (2) zusammengestellt, gegen die Voraussetzung eine al- 
gebraische Differentialgleichung m — i*®' Ordnung (3) liefern würde, 
welche z^ zum Integral hat; es muss daher, da auch eine Gleichung 
m*" Ordnung in Zi und von niedrigerem Grade in z^^""^ als dem p^"^ 
nicht existiren soll, 

0{X, Z^ Z\ ;Sf<"»)) = f{x^ Z, Z\ ^"»)) • W{x, Zy Z', ^'">) 

sein, Ist somit Z2 irgend ein anderes Integral von (2), welches also 
auch die durch Differentiation aus (2) hergeleitete Gleichung befriedigt, 
so wird dasselbe, von singulären Integralen abgesehen, der zuletzt 
erhaltenen Gleichung zufolge auch der Gleichung 

<>(X, Z^, <, .•*•• ;Sf2("»)) = 
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identisch genügen^ d. h. auch im angegebenen Sinne ein Integral Ton 
(1) sein. Da dies nun von jedem Integral der Gleichung (2) gilt, so 
wird (2) ein algebraisches Integral der Gleichung (1) sein. 
So hat die Differentialgleichung erster Ordnung 

das transcendente Integral 

mit der Differentialgleichung zweiter Ordnung 

gemein; in der That geht aus (cc) durch Differentiation mit Benutzung 
des Werthes von 



dx 

i; I ■ ■ . • 

dx 



(y) • • • • ■x;t — '^ + ^ = 



dz d^ 2 

hervor, und setzt man aus (a) und (y) die Werthe von -r— und -, -^ in 

ttX CLX 

(ß) ein, so erhält man einen Ausdruck, der identisch gleich Null ist; 
es ist somit (a) ein algebraisches Integral erster Ordnung der Diffe- 
rentialgleichung (ß). 

Als specieller Fall dieses Satzes folgt, dass, tvenn eine Differential' 
gleichung erster Ordnung y welche in Bezug auf den ersten Differential- 
quotienten algebraisch irreductihel ist, mit einer anderen Differential- 
gleichung ein nicht algebraisches Integral gemein hat, jedes Integral der 
ersteren auch ein Integral der letzteren ist^ 

Da eine irreductible Differentialgleichung in Bezug auf den 
höchsten Differentialquotienten algebraisch irreductihel ist, und keines 
ihrer Integrale einer Differentialgleichung niederer Ordnung angehören 
darf, so folgt der Satz: 

Hat eine irreductible Differentialgleichung mit einer anderen Differen- 
tialgleichung ein Integral gemein, so muss sie alle Integrale mit der- 
selben gemein haben oder ein algebraisdies Integral der letzteren sein. 

Mit Hülfe des eben bewiesenen Satzes wird sich nun aber die 
Definition der Irreductibilität einer Differentialgleichung am einfachsten 
folgendermassen gestalten: 

Eine Differentialgleichung ist irreductibel, wenn sie in Bezug auf den 
höchsten Differentialquotienten algebraisch irreductibel ist und kein al- 
gebraisches Integral irgend welcher Ordnung besitzt; denn vermöge der 
ersten Bedingung könnte sie nach der früher gegebenen Irreducti- 
bilitätsdefinition nur dann reductibel sein, wenn sie ein Integral mit 
einer gleichartigen Differentialgleichung niederer Ordnung gemein 
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hat; dann ist aber dieses Integral entweder selbst ein algebraisches^ 
oder, wenn man gleich die Differentialgleichung niedrigster Ordnung 
nimmt, mit der sie jenes Integral gemein hat, es ist ein algebraisch 
irreductibler Factor dieser Differentialgleichung ein algebraisches 
Integral derselben, wie eben gezeigt worden, und dies sollte nicht 
der Fall sein. 

§2. 

Algebraische Beziehung zwischen Transcendenten 

und deren Integralen. 

Um die Irreductibilitätsbedingungen von Differentialgleichungen 
aufzufinden, wird man sich verschiedener Methoden bedienen können, 
die wir an einzelnen Klassen von Differentialgleichungen erläutern 
wollen. 

Werde zuerst die Frage aufgeworfen, wann die Differential- 
gleichung erster Ordnung 

worin y eine irreductible algebraische Function von x, und f eine 
rationale Function von x und y bedeutet, reductibel ist, so fällt diese 
Frage nach der oben gegebenen Definition der Irreductibilität offenbar 
mit der Untersuchung der Bedingungen dafür zusammen, dass 

Jf{x, tj)dx 

eine algebraische Function von x ist. Haben wir es also z. B. mit 

einer Differentialgleichung von der Form 

dz _ F{x) 
dx y 

zu thun, worin F{x) eine rationale Function von x bedeutet, welche 
in den Punkten x^, x^, - ' - Xn unendlich wird, und 

y^=Ax^p'^'^ + B^x^p + B^x^p-^'\ B^p^^x -\- B^p ^ B{x) 

ist, so werden sich die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für die Reductibilität dieser Differentialgleichung in der Form aus- 
drücken*): 

\4^-\ = 0, r-^'u =0, r-^-(*L-| _ 0, 







IvMitjJ yitjf)! , i ysii) J ' vwi) -\ , 



^a 



= 0, 



') Siehe die achte Vorlesung meiner Theorie der hyperelliptischen Integrale. 
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wenn [/'(0](/— a?«)— ^ und [f(t)]r-^ die Coefficienten von (t — Xa)~^ resp, 
t~^ in der Entwicklung der Function f(t) in der Umgebung von' 
Xa und oo bedeuten^ ferner 

Fr(t)= '''-l'-'* Ar+^^B,tr-^+ ^''-l''+' B,tr-^+..- 

und r = 0, 1, 2, ' ' - 2p — 1 gesetzt wird. 

Sind X und y rationale Functionen eines Parameters t 

X=(p(t) y = rl;{t), 

SO dass die zu untersuchende Differentialgleichung in 

übergeht, dann werden jene Bedingungen bekanntlich in der Form 
gegeben sein, 

wenn r^, rg, • • • r^ die ünstetigkeitspunkte der in der Klammer be- 
findlichen Function bedeuten. 

Handelt es sich um die Differentialgleichung erster Ordnung 

so wird, da 

ist, die Frage nach den Bedingungen für die Reductibilität dieser 
Differentialgleichung oder für die Existenz eines algebraischen In- 
tegrales derselben mit der Untersuchung der Bedingungen zusammen- 
fallen, unter denen sich ff(x, y) dx als der Logarithmus einer alge- 
braischen Function darstellen lässt, und wir würden wieder für den 
Fall, dass y = yB{x) ist, nach den oben angeführten Untersuchungen*) 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen in expliciter Ge- 
stalt hinschreiben können, was wir jedoch, da wir dieselben für das 
Folgende nicht brauchen, hier unterlassen. 

Was endlich die allgemeine lineare Differentialgleichung erster 
Ordnung betrifft 

worin y^ auch eine irreductible algebraische Function, und (p eine 
rationale Zusammensetzung von x und y^ bedeutet, so unterliegt 



*) Siehe die hyperelliptischen Integrale S. 146 ff. 
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offenbar f{x, y) gar keiner Bedingung, wenn nur (p (x, y^ durch die 
linke Seite der Differentialgleichung bestimmt wird, in der für z 
irgend eine algebraische Function von x gesetzt werden darf; über die 
Form dieser algebraischen Integrale werden wir weiter unten in einem 
besonderen Kapitel handeln, das sich mit den allgemeinen linearen 
Differentialgleichungen beschäftigen wird.*) 

Sei nunmehr die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(5) •••• liT— /(^; y) 

vorgelegt, in welcher y eine gegebene algebraische irreductible 
Function, und f eine rationale Function bedeutet, und werde wiederum 
die Frage nach der Reductibilität dieser Gleichung aufgeworfen; 
schliessen wir von vornherein den Fall aus, dass diese Differential- 
gleichung ein algebraisches Integral hat, oder dass JdxJf{Xy y)dx 

sich algebraisch durch x ausdrücken lässt — für welchen Fall die Be- 
dingungen, denen f(x, y) unterworfen ist, nach den oben berührten 
Methoden aufzustellen sind — so wird nach den früheren Unter- 
suchungen nur zu ermitteln sein, wann die Differentialgleichung (5) 
ein algebraisches Integral erster Ordnung von der Form 

besitzt. Setzt man nunmehr 

ff(x, y)dx = J, Jdx ff{x, y) dx = E, 

so haben sämmtliche Integrale der Differentialgleichung (5) die Form 

= E -{- ex -^ Ciy 

worin c und q willkürliche Gonstanten bedeuten, und da nach den 
früheren Ausführungen alle Integrale von (6) in denen von (5) ent- 
halten sind, so wird das allgemeine Integral von (6) die Form haben 
müssen 

worin x eine willkürliche Constante, und (p{x), sowie (pi(x) fest be- 
stimmte Functionen dieser Constanten vorstellen* *). Setzt man nun 

*) Es mag hier bemerkt werden, dass eine eindeutige doppelt periodische 
Function n^' Ordnung nie das Integral einer irreductibeln Differentialgleichung 
von höherer Ordnung als der ersten sein kann^ da eine solche bekanntlich stets 
einer Differentialgleichung erster Ordnung genügt, deren Coefficienten rational 
aus dieser Function zusammengesetzt sind. 

**) Die Function 9(11) kann nicht eine von x unabhängige Constante dar- 
stellen, da sonst die Differentialgleichung erster Ordnung die Form haben 

dz 
müsste -= — z=a ip{Xy y)j also J eine algebraische Function wäre, welcher Fall 

gleich nachher ausgeschlossen wird. 
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in die auf die Form 

gebrachte Differentialgleichung (6), worin F eine irreductible Function 
sein soll, in die auch x und y eintreten, den eben aufgestellten Werth 
für ^ ein, so folgt die für jedes x identische Gleichung 

oder, wenn %^ ein Werth von x ist, für den 9 (x) verschwindet, also 

ist, die Functionalgleichung 

(7) . . . . i?'(J+ 9,(x)) = F{J) + 9, (x) . « -f ()Pi (x) - 9>i (x,). 

Nehmen wir nun an, dass J selbst nicht eine algebraische Function 
ist — denn dieser Fall erledigt sich wieder nach dem Früheren, da 

es sich dann nur darum handelt, zu untersuchen, wann jf{x, y)dx 

sich algebraisch ausdrücken lässt, und dann -^ — = J die Differential- 

gleichung erster Ordnung definirt, welche das algebraische Integral 
erster Ordnung der Differentialgleichung (5) darstellt — so muss die 
Gleichung (7) eine in J und x identische sein, aus der man durch 
Differentiiren nach J die Beziehung erhält 

r{J+q>{x)) = F\J), d. h. F{J) = ÄJ+ B, 

worin A und B von J unabhängig sind; setzt man diesen Werth in 
(7) ein, so folgt 

A(J+q>(x)) + B = ÄJ+ B + 9)(x)a; + ^».(x) - 9>i(x,) 
oder 

A = X -\- Uj 

worin a eine von x abhängige Constante bedeutet, und somit 

(8) .... E^{x + a)J'\- ß, 

wenn j8 eine algebraische Function von x vorstellt. Differentiirt man 
nun die Gleichung (8), so erhält man 

J^Jj^(x-^a)f{x,y) + ^ oder ß = — f{x + a)f(x, y)dx, 

und da ß eine algebraische Function sein sollte, so folgt, dass die 
Reductibilität der Differentialgleichung (5) erfordert, dass eine Con- 
stante cc existirt, für welche f{x -{- a)f(Xy y)dx eine algebraische 

Function von x ist. Aber auch umgekehrt, wenn dies stattfindet, 
wird (5) reductibel sein; denn durch partielle Integration folgt 

E = Jjd{x + «) = (a; + a)J—J(x + cc)f(x, y) dx--={x-{- a)J+ ß, 



4/0/d //hf/ß/f/^^^M y^P/i^///^^fH <</•//, vi*r iü;» ^^WK G-**C^«ä c <:iistiri, 

l X -^ V, / /- ¥ •'/ 

<////, ///^ fßJi^,f^fßfaw}t/'. Fufiuii/m ton x tlfMfitr^,l.'i$K l^^- 

'<'/ irif/1 /x B. d»^ lX3Vr*rritiaIg!ekL mg 

'i*j 1 

///* jr — * 

^^ri^ ft*t\ht'Ai\t^»*, n4t\Uf weil I /";«? £> ^- = X ist, and^ wird nach 
UMihuu^ ^U; tUr f>iffV.^r«ntiaIgleichung erster Ordnung genügen 

(x t) , -' z — x = (), 

wrt«K in d«r Thttt für 

z ^* (x t) log (;» — «) — X 

iU^v Kall mi; «l>«n»o wird 

f/*^ 1 

wnrlii // — ^1 ./'" Ini, w«^(on 1 * = — y reductibel sein und als 
Ml^(«lM'HlNrlM<M tnlo^rul orniur Ordnung dio DifFerentialgleichung haben 

Äf " - 'X ivrc Hin »t + j/ 

Mmi kann tlii^ obou anKOvslolIto Irreductibilitatsuntersuchung auch 
nooh von otntMU undt>n>n (U^siohtsp unkte aus auffassen. Da J ein 
Abt^rMolnm Inio^tml iHi» m) int die Existenz einer algebraischen Be- 
\\\\\\\\\ ÄWiwoUt^n ♦/ und H idontiach damit, (Äi.'^jj das Integral derjenigen 
/'♦>»M>N>ii*ift^*A^«» ♦^^«'/♦f* ximrh tm AM'selH\< IntegivJ definirt ist, algebraisch 
^♦♦h'«^ »MANN Wh* if^^rw>\>n«</f^^<* oHstltiivkbin' ist^ und wir haben die Be- 
\l\njiuun' t\lr dio Kxiston» dioj^or Kolatiou, und diese selbst nach 
lUou^b\n\^Vt v^^^^ ^'^^^^"^ ^'* ^^^^^^^ Huti>«n^ gefunden; so wird nach den 
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obigen Auseinaudersetzungen die Existenz einer algebraischen Be- 
ziehung zwischen dem hyperelliptischen Integral und dem Integrale 
dieser Transcendenten an die nothwendige und hinreichende Bedingung 
gebunden sein, dass eine Constante s existire, für welche mit Bei- 
behaltung der oben definirten Bezeichnungen 

r F{t) {t+ B)i _ ^ 



L VR(t) 



•V 




Fit) it + 6) rK^t)dr\ _ vFjf) {t+ cF^it) dt 
J VBct) \ . A vjiit) J ~ 



= 0, 



L yitit) J yB{t) J L yii{t) J ynit) j 

Xff ^ {f Xfg) W f I ^ 

worin r = 0, 1, 2, • • • 2p — 1 zu setzen ist 

Allgemein würde nunmehr die Frage zu stellen sein, wann ist 
das Integral einer Transcendenten algebraisch durch eben diese 
Transcendente ausdrückbar, und bildet also nicht selbst eine neue 
selbständige Transcendente. Da nun, wenn g diese Transcendente 
bedeutet, und 

^idx = z = F{x, 



/« 



sein soll, worin F eine algebraische Function bezeichnet, durch 
DiflFerentiation 

^ ~dx ■• di dx 

folgt, so ergiebt sich, dass g das Integral einer algebraischen Differential- 
gleichung erster Ordnung sein muss, und man kann entweder durch 
Zusammenstellung dieser Differentialgleichung mit der die Transcen- 
dente i etwa definirenden Differentialgleichung die Bestimmung der 
Function F — häufig mit Hülfe einfacher partieller Differential- 
gleichungen, wofür sich später noch Beispiele finden werden — aus- 
führen, oder auch von der üeberlegung ausgehend, dass die die 
Transcendente i, definirende Differentialgleichung vermöge der oben 
für g aufgestellten Differentialgleichung erster Ordnung eine reductible 
sein muss, die Frage auf eine Irreductibilitatsuntersuchung zurück- 
führen, was im Folgenden geschehen soll*). 

*) Die Frage, wann das Integral einer durch eine algebraische Differential- 
gleichung definirten Transcendenten wieder durch eben diese Transcendente 
algebraisch ausdrückbar ist, kann auch als Frage nach den Bedingungen auf- 
gefasst werden ) unter denen die Differentialgleichung erster Ordnung 

dz . ^ 
. ~dx "^ ^^ 

in welcher i die Lösung einer algebraischen Differentialgleichung ist, ein durch 
ihre Coefficienten — also von x abgesehen nur durch i — algebraisch ausdrück- 
bares Integral besitzt, so dass die allgemeinere Frage sich mit den Bedingungen 
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Sei zaerst die in Rede stehende Tiunscendente als das Integral 
einer linearen homogenen Differentialgleiehang 

definirt^ and die Frage aufgeworfen, wann zwischen g ond Jt^x »= z 

eine algebraische Beziehung stattfindet, so wird e als Integral der 
Differentialgleichung 

(")•••• £v-/(^,y)äF = o 

aufgefasst werden können, während die algebraische Beziehung zwischen 
z und t in ^1^ Form gesetzt werden soll 

(12)....J'(^,y,^, -J^) = oder ^ = 9'(^]), 

wenn g> eine irreductible algebraische Function bedeutet; es muss 
dann also die Differentialgleichung (11) eine reductible sein. Setzen 
wir wieder voraus, dass z selbst nicht algebraisch ist, so wird nach 
dem Früheren die Gleichung (12) ein algebraisches Integral erster 
Ordnung von (11) sein müssen, und da alle Integrale der letzteren 
in der Form enthalten sind 

80 wird, wenn 

gesetzt wird, das allgemeine Integral der Differentialgleichung erster 
Ordnung (12) lauten 

(13) z=== ^(x) • H + ^i(x), 

somit nach Gleichung (12) 

^(x) . JT+ ^i(x) = 9)(^(x) • G) 

sein, und daher, da diese Gleichung für willkürliche tc gültig ist, 
wenn für x = x^ ^(x) der Einheit gleich wird, 

Ba beschäftigen haben wird, unter denen eine Differentialgleichung 

fix t z ^ "• -^"i = 

deren Coefficienten algebraische Functionen von x und t, und worin ^ die Lösung 
einer anderen algebraischen Differentialgleichung 

' \ ' ' dx ' ^aj- / 

ist, ein in x und i algebraisch auBdrAckbares Integral besitzt. 
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die obige Gleichung liefert somit die FunctionalgleichuDg 

(14) .... 9) (t{x) . G) = ^(x) . 9(0) — ^(x) t,(x,) + ^, (x). 

Schliesst man wiederum den Fall aus^ dass G eine algebraische 

Function oder dass ff{x^ y)dx der Logarithmus einer algebraischen 
Function ist — welcher Fall wieder wie früher zu behandeln ist — 
so wird (14) wieder eine in G identische Gleichung sein, aus wel- 
cher durch Differentiation nach dieser Grösse folgt 

<p'(^(x) . G) = ^>\G), d. h. (p{G) = AG + B, 

worin A und B von G unabhängig sind. Setzt man diesen Werth 
in (14) ein, so ergiebt sich • 

Ail}{%) >G + B = Aip{x) . G + J?^(x) — t{x) ti(xi) + ^^(x) , 

d. h. B ist eine Constante, während A algebraisch von x abhängt; 
setzt man die eben erhaltene Relation zwischen (p(G) und G in die 
Form um 

(15) .... f/^^'''^''dx = a/^^'''^'''+ B, 

so sieht man unmittelbar, dass eine nothwendige Bedingung dafür, 
dass die beiden in Betracht kommenden Transcendenten in alge- 
braischem Zusammenhange stehen, oder dass das Integral der Lösung 
der Differentialgleichung (10) eine algebraische Function dieser Lösung 
selbst ist, derart ausgedrückt werden kann, dass die lineare Differen.- 
tialgleichung 

ein algebraisches Integral besitzt, da das allgemeine Integral derselben 



Z = Ce"~*^^*' ^^'^^ -4- ß""*^^** ^^^^ Cf^^^^* ^^ 



dx 



vermöge der Gleichung (15), wenn C = — B gesetzt wird, in A 
übergeht. Es ist aber auch umgekehrt unmittelbar zu sehen, dass, 
wenn die Gleichung (16) ein algebraisches Integral besitzt, eine Be- 
ziehung von der Form (15) sich ergiebt, und wir finden somit: 
die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Transcen- 
denten 



S' 



/''"'"^dx und /'"""" 



in einer algebraischen Beziehung zu einander stehen , oder dass die 
Differentialgleichung 



dx^ ' ^ ^ ^^ dx 
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eine redudible sei, ist die, dass die lineare Differentialgleichung 

ein algebraisches Integral habe, oder dass diese selbst wieder reductihel 
sei; das algebraische Integral erster Ordnung jener Differentialgleichung 
zweiter Ordnung hat dann stets die Form 

z =^ A -j I--J8, 

dx • ' 

worin B eine Constante, A eine algebraische Function von x ist. 

So wird z. B. die Differentialgleichung 

ä'^z \ -\- X dz ^ 

dx^ X dx ' 

eine reductible sein, da die Gleichung 

dz . 1 4- X ^ 

L ' z = 1 

dx ' X 

das 'algebraische Integral z = hat, und zwar hat jene das 

algebraische Integral erster Ordnung 

X — 1 dz 



z = 



X dx ' 

in der That stehen die beiden Integrale 

/ — — dx I dx 



ß 



e "^ dx^=^{x — 1) und e "" = x^ 



in der algebraischen Beziehung 



/ 



e dx = e . 

X 



§3. 



Die IrreductibilitätBuntersuchung für die linearen homogenen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Nachdem die Irreductibilitätsuntersuchung für eine specielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung durchgeführt worden, wollen 
wir die Bedingungen zu ermitteln suchen, unter denen die allgemeine 
lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung irreductibel 
ist, eine Frage, deren Beantwortung wir zu den später folgenden 
Untersuchungen nöthig haben. 

Sei die gegebene Differentialgleichung 

so ist vor allem leicht einzusehen, dass, wenn zwischen zwei Funda- 
mentalintegralen Zi und z^ derselben eine algebraische Beziehung 

(18)....^,=/-(a;,^,) 
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stattfindet, diese Gleichung nothwendig reductibel ist; denn aus 

dz^ df , df dZi 



dx dx ^^ dzi dx ^ 

dx* dx* ' dxdz^ dx ' dz^* \dx) •" dzi dx^* 
folgt durch Einsetzen in (17), da auch 0^^ dieser Gleichung genügt, 

dz^* \dx) "*■ "^ dxdz^ dx "^ aa;»" '«^^i dzi "^ -^ ~dx ~^ ^' ~ ^ ^ 

und es würde somit ^^ die Lösung einer algebraischen DilBTerential- 
gleichung erster Ordnung sein, wenn nicht 

^V „0 -^(- 



aj?i' aa:a;8fi 

d. h. -^-^ eine Constante und somit 0^ = Az^ + -^ wäre, worin A 

eine Constante, £ eine algebraische Function von x sein wird; in diesem 
Falle wäre aber auch B ein Integral der Differentialgleichung (17), die 
dann also ein algebraisches Integral hätte und ebenfalls reductibel 
wäre — da JB = der Voraussetzung widerspräche, dass 0^ und 0^ 
Fundamentalintegrale sind — es mrd somit die Differentialgleichung 
jedenfalls reductibel sein, wenn zwei Fundamentdlintegrale in einer cd- 
gebraischen Beziehung m einander stehen*) Dass aber eine homogene 



*) Wir wollen im Hinblick auf die Untersuchungen des dritten Kapitels noch 
die Frage erörtern, ob für eine irreductibie, nicht lineare algebraische Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

zwei particuläre Integrale z^ und z^ in einem algebraischen Zusammenhange 

{2) • ■ ■ ■ s^=^ fie,) 

stehen können, in welchem die Variable x nicht explicite vorkommen soll. Da 
nach (2) 

ist, so folgt aus (1) • ■ 

W dz^ ^ ^^' ^1' ^1 ^ + ~äV~ ^1 ^ (^' ^^^i^' ~d\ ~ *^V' 

and diese Gleichung muss, da z^ der vorausgesetzten Irreductibilität der Gleichung 
(1) wegen nicht einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung genügen 
darf, eine in z^ und z^' identische sein. Setzen wir für z^ in (3) eine Lösung ^j 

7) f ( V \ 

der in z^ algebraischen^Gleichung — >, ^ =«0, so wird noch für willkürliche z^' 
die Beziehung bestehen müssen: 

(d*f(z ) \ 
— ' ^ ^^ \ => sein. Differen- 

tiirt man die Gleichung (3) nach z^ wobei man ^r/ als von z^ unabhängig be- 

Königiberger, DiCferentialgleioh. 2 
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lineare Diflferentialgleichung auch reductibel sein kann, ohne dass 
ihre Fundamentalintegrale in algebraischer Beziehung zu einander 
stehen, sieht man z. B. aus der Differentialgleichung 

deren Fundamentalintegrale 






wie man leicht erkennt, nicht in algebraischem Zusammenhange 
stehen, und die trotzdem wegen des Integrales ^ eine reductible ist. 
Schliessen wir also den Fall aus, dass zwei Fundamentalintegrale 
in einem algebraischen Zusammenhange stehen und suchen die Be- 
dingungen, unter denen die Gleichung (17) reductibel ist, so wird sie 
jedenfalls — den Fall ausgenommen, in dem sie ein algebraisches 
Integral besitzt — ein algebraisches Integral erster Ordnung von der 
Form 

haben müssen, worin €p eine algebraische irreductible Function be- 
deuten soll; da nun das allgemeine Integral von (17), wenn 0^ und ^^ 



trachten darf, da die Gleichung eine in z^ und z^ identische war, so erhält man, 
wenn zugleich z^ = fi gesetzt wird, weil der erste und zweite Differential- 
quotient der Function f{z^) für z^ = Jj Null waren, wie leicht z\i sehen, auch 

— ' ^ y I =0, u. 8. w. , so dass f{z^)^ weil alle seine Differentialquotienten 

für z^ = fi verschwinden, nothwendig eine Constante sein müsste. Dieser Schluss 

wäre unrichtig, wenn die Gleichung = gar keine Lösung hätte, also 

CiZ-^ 

^ ^^ von z. unabhängig eine Constante a wäre; in diesem Falle würde aber 

z^ 

die Beziehung (2) zwischen den Integralen in z^^^ az^ -}- b übergehen, und die 
Functionalgleichung (3) 

aF(x, 0^, 0i) = F(x, a^i + &, a;2?/) 

werden , welche als eine in z^ und z^' identische algebraische Gleichung 

liefert, worin P und Q algebraische Functionen von x bedeuten; die Gleichung (1) 
würde somit die Form annehmen 

dl^z -n dz . ^ 

und wäre daher eine homogene lineare; findet also für die irreductible Differential- 
gleichung (1), in welcher F eine algebraische Function ist, eine Beziehung von 
der Form (2) zwischen zwei Integralen derselben statt, so muss jene Gleichung 
eine lineare sein, und die Integrale sind nicht von einander unabhängig. 
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zwei Fundamentalintegrale sind^ durch 

dargestellt ist, worin M und N willkürliche Constanten bedeuten, so 
wird auch das allgemeine Integral von (19) diese Form haben, wenn 
nur M und N bestimmte Functionen einer willkürlichen Integrations- 
constanten c bedeuten. Bezeichnen wir nun zwei Integrale von (19) 
mit Z^ und Z^, so dass 

Z^ = M^Z^ + ^1^2 ^^^ ^2 = ^2^1 + ^2^2 

ist, so darf vorausgesetzt werden, dass M^N^ — ^^2^1 ™ Allgemeinen 
von Null verschieden ist, da, wenn dieser Ausdruck stets Null wäre, 
zwischen je zwei particulären Integralen von (19) die BezieTiung 
existirte Z^=^7tZ^y in der Z^ ein bestimmtes, Zg jedes andere parti- 
culäre Integral, und ^ eine willkürliche Constante wäre, dann müsste 
aber (19) eine lineare DifiFerentialgleichung sein, und gerade dies 
wollen wir in allen Fällen nachweisen. Wir können somit z^ und ^2 
homogen linear durch Z^ und Z^ ausdrücken und erhalten somit das 
allgemeine Integral der DifiFerentialgleichung (19) in der Form 

wenn JB und S bestimmte Functionen einer willkürlichen Integrations- 
constanten sind Setzen wir diesen Werth für z in (19) ein, so 
folgt 

(20) .... 9(0;, BZ^+SZ^) = Rq>{x, Z,) + Sq>{x, Z,) , 

und da diese Gleichung vermöge der Annahme, dass zwischen Zj^ 

und Z2, also auch zwischen Z^ und Z2 keine algebraische Beziehung 

stattfinden soll*), eine in Z^ und Z2 identische sein muss, so folgt 

durch Diiferentiation nach Zi und Z^ 

d(p(x,BZ,+SZ^) _ -dtpjx.Z^) __ d(p{x,Z^) 
d{BZ^ + SZ^) dZ, ~ dZ^ > 

und daher 

ip(x, Z) = t(x)Z + x(x), 

worin ^ (x) und % (^) algebraische Functionen von x bedeuten, für 
welche, wie durch Einsetzen dieses Werthes der ^-Function in (20) 



*) Denn eine algebraische Beziehung F{Z^, Z^) = würde F (ilfj z^^ -\- N^^z^^ 
M^ Zi -j" -^2 ^2) = ö hervorrufen , und diese Gleichung kann keine in z^ und z^ 
identische sein, da sonst durch Differentiation nach Zj^ und 0,, wenn M^z^^ +-^1^2 = -^» 
M^Zi -^ N^z^ = II gesetzt wird, 

dF dF 

also -^Y' =* ^ ~?rff "^ ^ ^^®^ "^1 N^ — M^ Ni =^ folgen würde , was un- 
möglich ist. 
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herv.orgeht, 

JJ + fif=l oder x(x) = 

folgt. Es wird somit die DifiFerentialgleichung erster Ordnung, welche 
ein algebraisches Integral der Gleichung (17) ist, jedenfalls die Form 
haben 

und wir erhalten den Satz: 

Ist eine lineare homogene Differentiälgteichu'ng zweiter Ordnung^ 
deren Fundamentalintegrale nicht selbst algebraisch sind und auch nicht 
in algebraisdier Beziehung 0u einander stehen, nicht irreductibel, so 
muss sie als algebraisches Integral erster Ordnung eine lineare Differential- 
gleichung erster Ordnung besitzen, oder a/nders ausgedrückt, alle jene 
linearen homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordrmng, die nicht 
ein algebraisches Integral erster Ordnung von der Form 

(A) ce + e I e XW^^ 

besitzen, worin ^ (x) und % {x) alge^aische Functionen von x sind*), 
sind irreductibel. 

So wird z. B. die Differentialgleichung zweiter Ordnung für die 
Perioden der elliptischen Integrale erster Gattung 

weil 

sein müsste, und E bekanntlich nicht durch £1 mit in x algebraischen 
Coefficienten linear ausdrückbar ist, irreductibel sein. 

Zur Charakteristik jener Functionen ^ {x) und % (x) werde be- 
merkt, dass, wenn das allgemeine Integral {Ä) jener Differential- 
gleichung erster Ordnung 

J\p (x) dx 

»=.ce + W(x) 

in die Gleichung (17) eingesetzt wird, wegen 

j - f^ ix) dx 

^ = ct(x)e' +^\x), 

-— = C'^(xfe +c^(a;)e + ^ (a^) 



*) Ueber die rationale Ausdrückbarkeit dieser Functionen, sowie der in den 
früheren Untersuchungen vorkommenden algebraischen Functionen wird später 
in der Theorie der allgemeinen linearen Differentialgleichungen ausführlich ge- 
handelt. 
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sich 



fxp {x) dx 



ce 



[^'{x) + ^ {xy+ F^{x) + q] +• 



+ W"{x) + PU^ {x) + Ö^(^) = 
ergiebt, welche Gleichung für willkürliche c identisch erfüllt sein 
musS; so dass 
^'{x) + ilf{xy + P^(a;) + ö =0 W'\x) + PW\x) + QW{x) = 0, 

1 -1 f\p{,x)dx 

^•^- / und W{x) 

selbst Integrale der Gleichung (17) sind; da nun aber das erstere 
dieser Integrale der linearen homogenen Differentialgleichung 

dz , / \ 

genügt, so folgt, dass die nicht irredndihle lineare homogene Differential' 
gleichung jsweiter Ordnung jedenfalls auch eine lineare homogene Differen- 
tialgleichung erster Ordnung mm algebraischen Integrale erster Ordnung 
haben muss*). 

Es mag bemerkt werden — und es ist dies aus der Natur der 
vorher gemachten Schlüsse leicht einzusehen — , dass, wenn eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung auch ein algebraisches 
Integral besitzt und mit einer Differentialgleichung erster Ordnung 
ein nicht algebraisches Integral gemein hat, so dass diese Differential- 
gleichung nach früheren Sätzen ein algebraisches Integral erster 
Ordnung jener Differentialgleichung ist, diese Differentialgleichung 
erster Ordnung ebenfalls eine lineare sein wird; so hat z. B. die 
Differentialgleichung 

das algebraische Integral ^i = -v^ ^ j ^^^ '®^ g^i^ügt * ein zweites 

Fundamentalintegral z^ = -r^ ^ + ^ der linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung 

dz 2 i /^ 2 \ 

— =i — X ll X\ ^ 

dx 3 V ö / ' 

welche ein algebraisches Integral erster Ordnung von (a) ist, während 

das particuläre Integral =^ e^ der homogenen linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung 

dz 

= 



dx 
genügt, die ebenfalls ein Integral erster Ordnung von (a) darstellt. 



*) Yergl. die Arbeit des Herrn Fr oben ins im 76. Bande des Crelle'schen 
Jonrnals. 
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^Wir werden den oben für lineare Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung erwiesenen Satz gleich nachher auf solche beliebiger Ordnung 
ausdehnen, aü dieser Stelle werde nur noch erwähnt, dass für den 
Fall, das8.Q = ist, das noth wendige Bestehen der oben hergeleiteten 
Gleichung 

t\x) + ti,(xy+Pt(x) + (^ = 

auch so aufgefasst werden kann, dass die Differentialgleichung 

£- + ^ + ^^ = 

ein algebraisches Integral hat, d. h. wenn z = 5""^ gesetzt wird, dass 

dt 



dx 



Pe=l 



algebraisch integrirbar ist, was in der That im § 2 als Bediogung 

d}z j.. X dz 



für die Reductibilität der DifiPerentialgleichung -r , — f{^jy)~i — = 



gefunden war. 

Die obige Untersuchung war für den Fall durchgeführt worden 
dass die beiden Fundamentalintegrale der linearen homogenen DiflFeren- 
tialgleichung zweiter Ordnung nicht in algebraischem Zusammenhange 
stehen; fassen wir jetzt den Fall auf, dass eine solche algebraische 
Beziehung zwischen den Fundamentalintegralen existirt, wobei natür- 
lich der Fall, dass eines derselben algebraisch ist, ausgeschlossen 
werden muss, da es dann das andere auch sein würde. Betrachten 
wir zuerst als Beispiel die Differentialgleichung 

#-!— 3-f- + 2^ = 0, 

dx^ dx ' ' 

zwischen deren beiden Fundamentaliutegralen z^ = e*, jS^g = e^* die 
algebraische Beziehung 

besteht; fassen wir das particuläre Integral ^2? •= e* + ^^^ ^^^y so sieht 
man sogleich, dass dieses nicht einer linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung genügen kann, sondern das Integral der Gleichung 

ist, welche wiederum ein algebraisches Integral erster Ordnung der 
gegebenen Differentialgleichung sein wird mit dem allgemeinen Inte- 
grale ce* + c^<^^*; dagegen genügen die particulären Integrale z^ und 0^ 
linearen homogenen Differentialgleichungen. 

Wenn also für eine lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (17) zwei Fundamentalintegrale z^ und 0^ in der 
algebraischen Beziehung 

(22) • • • . ^, = f{x, z,) 
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stehen, unter welchen Bedingungen wird dann ein particuläres Inte- 
gral existiren, welches einer linearen Diflferentialgleichung erster 
Ordnung Genüge leistet? Oben ist bereits gezeigt worden, dass, 
wenn ein particuläres Integral dieser Art existirt, jedenfalls auch ein 
anderes vorhanden sein muss, das eine lineare homogene Diflferential- 
gleichung erster Ordnung 

(23)....£=jp., 

befriedigt, in welcher p eine algebraische Function von x bedeutet. 
Die unter Voraussetzung der Gleichung (18) oben erhaltene Gleichung 

wird, wenn wir unter j^j grade das Integral der Gleichung (23) ver- 
stehen — und das dürfen wir, weil, wenn unter zwei Fundamental- 
integralen eine algebraische Beziehung besteht, dies für je zwei solcher 

dz 
Integrale der Fall ist — also die Beziehung -r-^ =^P^\ benutzen, die 

Form annehmen: 

und machen wir nunmehr die Annahme, dass in der algebraischen 
Relation (22) zwischen z^ und z^ die Variable x nicht explicite vor- 

kommt, 80 wird wegen -tJ- = -o— .- = -ö^-o— = die letzte 
Gleichung in 

übergehen, woraus 

(24) Ö - ' '^^' 



• • • • 



Zi -^ f 

folgt. Da nun Q und p algebraische Functionen von x sind, die 
rechte Seite dieser Gleichung aber nur von z^ algebraisch abhängt, 
welche Grösse aber selbst nicht eine algebraische Function von x 
sein sollte, so müssen die beiden Seiten der Gleichung (24) constante 
Grössen sein, also 

(25)....^=. und V-0 = x(..-^-/-). , 
Aus der zweiten Gleichung (25) folgt 

^1^ -K-4- = X • ^.^ ö — (-^ oder -J— = — /" + x., 

* cz^^ ^ dzi \ZiJ dzi Zi ' * ^' 

'worin x^, da, f von x frei sein sollte, wiederum eine Constante sein 
wird, somit durch nochmalige Integration: 
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wenn c eine willkürliche Constante und x, da f(js^ eine algebraische 
Function von 0^ sein sollte, eine rationale Zahl ist; ausserdem kann 

02 + -^h 0i als ein zweites Fundamentalintegral zu ^^ aufgefasst werden. 

Wenn also für eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(17), deren Fundamentalintegrale in einem algebraischen, von der unab- 
hängigen Variabein freien Zusammenhange stehen, eines derselben 0^ einer 
homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung genügen soU, 
so muss die algebraische Beziehung zwischen z^ und einem anderen 
Fundamentalintegrale z^ lauten 

(a) ^^a = cz\ , 

und jene Differentialgleichung erster Ordnung 

«■■■•^i-yi-' 

sein^ welche wieder ein algebraisches Integral erster Ordnung der Differential- 
gleichung (17) ist, und wie man leicht sieht, tvird auch umgekehrt, wenn 
zmschen z^ und z^ eine algebraische Beziehung von der angegebenen 
Art existirt, z^ die Lösung einer linearen homogenen Differentialgleichu/ng 
(b) sein. 

So wird z. B. die- DiflFerentialgleichung 

d^z ( i + sV^ xi) dz . ^ 



die heiden Integrale 



X — - — X 



3 8 

Zi = e und Z2 = e 

besitzen, welche in der algebraischen Beziehung j^g = ^1* zu einander 
stehen, und von denen z. B. ^^ der linearen homogenen DiflFerential- 
gleichung erster Ordnung genügt 

dz 1 1 

= -—x^z. 



dx y 2 

Es mag noch hinzugefügt werden, dass, wenn der Quotient zweier 
particulären Fundamentalintegrale eine algebraische Function von x, 
also 

ist, dann aus der bekannten Beziehung 
sich 



Zi= ip (x) e V^^* 
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ergiebt, worin q>(x) eine algebraische Function bedeutet, und ^^ 
somit; wie unmittelbar zu sehen^ der linearen homogenen Differential- 
gleichung erster Ordnung genügt 

dz 



-'{^-i^)- 



dx 

und ähnlich für z^* Wir werden die Frage der algebraischen Be- 
ziehung zwischen 0^ und 0^ noch allgemeiner am Ende des dritten 
Kapitels erörtern. 

§4. 

Die Irreductibilitätsiintersuohung für die allgemeinen linearen 

Differentialgleichungen. 

Es soll nun noch die Frage nach der Reductibilität einer all- 
gemeinen linearen homogenen oder nicht homogenen Differential- 
gleichung aufgeworfen werden. 

Sei die Differentialgleichung 

*^^^^ ' * * * 'd^ '^ ^' dx^-^ "*" ^ ^"*"' "^ +fmSi = f, 

vorgelegt, in welcher /i, ^, ^' ' fm, f algebraische Functionen von x 
bedeuten, und werde ihre Reductibilität angenommen, so wird sie ein 
algebraisches Integral niederer Ordnung besitzen 

(27)....i'(,,.,-g-,...-^)-0. 
worin 9 < w, und dessen Eigenschaft ermittelt werden soll. Seien 

m particuläre Fundamentalintegrale der reducirten Gleichung der 
Differentialgleichung (26), so lautet bekanntlich das allgemeine In- 
tegral von (26) 

= C^0l + ^2 ^2 + + ^m^m + ty 

und greift man unter der Voraussetzung, dass nicht je m particuläre 
Integrale der Gleichung (27) mit g in homogener linearer Relation 
stehen, m solcher Integrale 

heraus, so müssen diese, da sie auch Integrale der Differential- 
gleichung (26) sein müssen, in die Form gesetzt werden können 

Z^ = «11 ^1 + 0^12 ^2 + • • • + ^1»» ^m + S 
^2 = ^1 ^1 + ^22 ^2 + • • • + ^2m^m + S 



(28) 



> Zm= (^mx^i + (^m2^2 "I" ' ' * "f" ^m^m "f" 5; 



y^" ^ , y^ ^' V ,♦ ^^^ ".•• ' *'_»• ss ^ -^l 



••^3-r''* ' "'" 



X ^ - r .: r — — J. - ; 



/ 
/i 



/ - • ', 



* >» 



^"'z'/ '. /f ^ /^^, /<. if fy % ,^:/, . -* ' .^Lj*'jLirjrfi. *.i'lil**^: stehen 

O'.z/^y/^h / /A '^r^4''^,^f^ ;,%V7'4. > >,5 • f ,rj.- jijiZ iT nii t in 

//^ n,UH \'n>$^ Yftffi üUo ^''/f;f w^nn man a/;eh Ndlwerthe für die 
4 hfO»i>i*ft /*t\,nf,nif i\^^, Vfffm 4frit ail^^rudnen Integrales der Differen- 
hnti/Jt^'i/hniii/f (y/lj t\,tfHU*\U*n f uuA %(dzi man diese Gleichung in die 

rii tl'^f ( dz d^z d^-^2\ 

\M I (liiiili |iiiii(4MU,(iii ilnN iillmt^mnirmri Integrales (30) mit abgekürzter 

i-»*M ^^(♦•. .1,/, I •■ I .'!../. I -i/t, ^i/;+---+^«x+itfr,-- 

\ ^ I .U^^ (.r, A. A\ * ' ^ /:' ■ '') + J/g^^\, 

Wn^u^ sl^\N ^ NwllK^iliolu^i l\vUs>«tiiutou iu don .i-Grossen und in Jf 
\\^^K\^^S\H^^^^ Notu^^^n \>n' uun tVrnor »u. d^i^i« ivrisohen den tu par- 
Uv\^(\\>vu ^\^MvUm\H\t^huh^>^rH>^U'U »\. ,\ss *-- ,*^ dor r^iacirten Differen- 
*\>U\\\H\>\yu\>i \^N'^\ nUh" ^^Vux^Uv^u J uud dorv« DiÄ^r^nrialquotienten 
\^\x ««vV y^ O*""^ Hnv^^v ^*''* \V\Uv>,^\^^ U*,n W;wi^ «J^borau^^rlie BezkJiung 
*>v<r\(, sw\i, ^^4\\ aN\v xv»n^^ Av,^<Ähu^y^ \^nv^o^v ocr Ifefiit'iv.ri?«! 2S» 
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identisch bestehen, und wir erhalten somit einerseits JM = , anderer- 
seits, wenn wir 

setzen, durch Differentiation nach den einzelnen Grössen (a) 

8v ix, i,ii,..p) dq> (x, z, , z;, . . . z[<!-'>) 



dl 


dZ^ 




dq)(x, Z^, Z,/, • 


" z^^-') d<p(x,.z^,z;^. 


m / 


dZ, 


^^m 


• « • 


\* • * • * * 

d(p(x, I, II, 


. .. P) dq>{x,Z,,Z,\ ... Z^^-'^) 




dP 


g^l?-l) 




dq>{x,Z^, ^/, . .. 


— — • • • ssss — 


• 4*-") 



d. h. es ist für « = 1, 2, • • • m 

(33) ■■ip{x, Z„ Z:, ' ■ Z<«-'') = L,Z. + i,z;+ • • + ig_,Z<«-"+L, 

worin i^, L^, • • • L^-i, L Functionen von x bedeuten, oder nach 
(31) die Form der DiflFerentialgleichung (27) 

(34)....i.o-g- + i^,^+...+V=<2, 

somit eine lineare, deren Coefficienten N^y N^, • • • N^y Q algebraische 
Functionen von x sind. 

Unter den gemachten Voraussetzungen muss also ein algebraisches 
Integral q*^^ Ordnung einer linearen Differentialgleichung eine lineare 
Differentialgleichung q*^ Ordnung sein. 

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn die q particulären 
Fundamentalintegrale der reducirten Gleichung von (34) 

mit 5i, tzf ' ' * ^Q bezeichnet werden, wieder das allgemeine Integral 
von (34) die Form haben wird 

worin «i, Xg, • • • x^ willkürliche Constanten und Jq eine bestimmte 
Function von x bedeutet; da aber das allgemeine Integral von (34) 
jedenfalls ein Integral der vorgelegten linearen Differentialgleichung 
m*®' Ordnung (26) sein muss, so folgt, dass auch ^ ein Integral von 
(26) sein wird, und dass daher auch die Differentialgleichung (35) 
ein algebraisches Integral der reducirten Gleichung von (26) sein 
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wird; somit stets eine homogene lineare Differentialgleichung q^^ 
Ordnung auch ein Integral der reducirten Gleichung der reductibeln 
Differentialgleichung (26). 

Specialisiren wir den eben bewiesenen Satz för homogene lineare 
Differentialgleichungen ; so ergiebt sich das folgende Theorem: 

Wenn eine lineare Iwmogene Differentialgleichung m^ Ordnung 
red/uctibd ist, also ein alg^aisches Integral q*^ Ordnufig hat, und 
zunschen den m particulären Fundamentalintegralen und deren g — 1 
ersten Ableitungen iesteht keine algd>rai$che Beziehung, dann ist jenes 
algdyraische Integral eine lineare Differentialgleichung q^ Ordnung, 
oder anders ausgesprochen: • 

Hat eine lineare homogene Differentialgleichung mit einer alge- 
hraisehen Differentialgleichung niederer Ordnung, welche in Bezug auf 
den höchsten Differentialqu^tienten im algehraischen Sinne irreductibel 
ist, ein Integral gemein, welches nicht zugleich ein Integral einer Differen- 
tialgleichung noch niederer Ordnung ist, so ist unter der oben gemachten 
Voraussetzung jene algdyraische Differentialgleichung eine lineare und 
zugleich eine Integralgleichung der vorgelegten Differentialgleichung, und die 
letztere hat noch die reducirte Differentialgleichung eben dieser zum Integral. 



Zweites Kapitel. 

lieber algebraische Beziehungen zwischen Integralen 
yerschiedener Differentialgleichungen. 

§5. 

Zwei Sätze von der Erhaltung der algebraischen Beziehung zwischen 
Integralen von Differentialgleichungen und deren 

Differentialqiiotienten. 

Wir wollen im Folgenden zwei Sätze herleiten, welche die Grund- 
lage für die Ausdehnung des AbeTschen Theorems sowie aller der- 
jenigen Untersuchungen, die bisher an Integralen algebraischer 
Functionen angestellt worden sind, auf Integrale algebraischer Differen- 
tialgleichungen bilden werden. • 

Sei ein System von Differentialgleichungen vorgelegt 



(1) 



fi [ ^i; Viu 2/12; • • • yi?w ^^ ^' • • • -J^ j = ^ 
^ I dz ^z . 

/2 ( ^2> ^21? ^22? • • • ^2^.7 ^; J^ » * ' ' "^^ ) = ^ 



r i dz d *z \ f\ 

U\ X», yxi, y»%, • ■ • y»Q^, ^,-j^,--' -^— ) = *J> 



(2) 
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in denen x^y X2, - ' • Xx von einander unabhängige Variable, yai, 
ya2, • • • yoQff im Allgemeinen verschiedene algebraische irreductible 
Functionen der Veränderlichen Xa vorstellen, und werde angenommen, 
dass diese Differentialgleichungen in Bezug auf ihren höchsten Differen- 
tialquotienten im algebraischen Sinne irreductibel seien, und eine 
Reihe bestimmter particulärer Integrale ^1, ^2, • • • ^x der resp. Differen- 
tialgleichungen (1) existire, welche nicht schon gleichartigen Differen- 
tialgleichungen niederer Ordnung Genüge leisten — wie dies für 
irreductible Differentialgleichungen stets der Fall ist — , seien femer 
die Differentialgleichungen gegeben: 

^1 1 ^«+1; yx+u, j/x+12, • • • y^+iqx^v ^; "dS — > ^;— I = 



• / 



XT / dz d^z \ ^ 

•^2 I ^^ + ^J ^«+21; yx+22, • • •.yx + 2(»^^.2; ^y -^ ; ' ' ' ^ ) = 

\ *+^ ^^x+2/ 

TP I dz d^^Z \ ri 

±x 1 oc^+h y^+n, yx+^2, • • • yx+XQ^^X7 ^; -^^ — ? • • • — ^r- ) = 



deren unabhängige Variabein rcx+i; ^x+2, • • • Xx-{-i mit den ^^ab- 
hängigen Variabein des Systems (1) algebraisch verbunden sind, 
während yx-\-aiy * • • y^^+^Qx-^-a irreductible algebraische Functionen 
von Xx-\.a bedeuten sollen, und stellen 0x+i, ^x+2; • • • ^x+x wieder 
X particuläre Integrale der keiner weiteren Bedingung unterworfenen 
Differentialgleichungen (2) vor; nehmen wir endlich an, dass zwischen 
den K-\- X Integralen ^j, ^sfg, • • • ^x, ^x-{-i, • • • ^x-^x der Differential- 
gleichungen (1) und (2) und deren Ableitungen eine algebraische 
Beziehung bestehe 

l x+2 

in welche auch die Variabein und die den einzelnen Differential- 
gleichungen angehörigen algebraischen Irrationalitäten eintreten dürfen, 
so soll die UnveränderlichJceit der algebraischen Be^idmng (3) erwiesen 
werden j wenn statt des Systems particulärer Integrale der Differen- 
tialgleichungen (1) beliebige andere particuläre Integrale dieser, statt 
derjenigen der Differentialgleichungen (2) aber bestimmte andere par- 
ticuläre Integrale dieser substituirt werden und zwar für Werthe der 
unabhängigen Variabein, welphe mit denen des ersten Systems auch 
noch in den gegebenen algebraischen Beziehungen stehen. 

Der Kürze wegen mag im Folgenden die Reihe der algebraischen 



=0, 
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Irrationalitäten yai, ya2, • • • Vag^ immer durch einen Repräsentanten 
ya ersetzt werden, es mögen femer fürs erste die Variabein x^jX^^' - - Xx 
nebst den zugehörigen Integralen ^2? ^3; * * ' ^« ^.Is Parameter be- 
trachtet, und vermöge der algebraischen Beziehungsgleichungen 

9>i (^x+i, x^j ^2» • • • ^x) = 

/^x 92(^x4-2; ^1» ^ü» • • • ^x) = 

^q)x{XxJrX, ^1, 3^2? • • • ^x) = 

die DiflFerentialgleichungen (2) in solche umgeformt werden, welche 
die unabhängige Variable x^ besitzen, und die man erhält, indem man 



dz 



dz 



dH 



dx 



dx^ 



2 



d^z 
dx^* 



dz 



d^x 



\ dXi ) \ dx^ ) 



X-\-Q 



dx,/dx^^A' dx^^ ' 



bildet, diese Werthe in die q^ Gleichung des Systemes (2) einsetzt 
und . zwischen der so erhaltenen Gleichung, der q^^ Gleichung des 
Systems (4) und den zwischen x^^q und yx-\-q bestehenden Gleichungen 
XxJ^q und yx-\-q eliminirt; auf diese Weise werden sich statt der 
Gleichungen (2), wenn man noch eine Zerlegung der Eliminations- 
resultate durch Hinzunahme der zu x^ gehörigen algebraischen 
Irrationalitäten y^ zulässt, die folgenden DiflFerentialgleichungen 
ergeben 



(5) 




Vu^, 



Vu^ 



dz 
dxi 



dz 



^^z 
dx* 



d'^z 



= 



' dx^ 



dx 



«4 



= 



5m ^1^ yi?^ 



dz 
^ ~dx^' 



i^z 



dx^ 



n 



= 0. 



Man sieht unmittelbar, dass jedes Integral Zx-\-q der ^"^ Gleichung 
des Systems (2) auch ein Integral der ^^"^ Gleichung des Systems 
(5) sein wird, indem nach der Entstehungsweise von % aus F und 
der bekannten Pormulirung des Eliminationsprocesses die Beziehung 
statthat: 

dz d ^z 



(6) ... %\x^,y^,z, 



dXi ' 



dx"e 



-m 



dz 



Q I ^x+^, yx+Q 0, -^ 



d^z 



dz 



d^x 



doc^.dx,^ /dx^j^^ 



x-\-q 



dx^ 



\ dXy^ I \ dx^ ) 
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worin auf der rechten Seite für Xx^qj Vx^^ alle durch die gegebenen 
algebraischen Gleichungen definirten Wurzelwerthe einzusetzen und 
mit den so entstehenden 2^^-Werthen das Product zu bilden ist; 
jedes 0j welches also einen Factor der rechten Seite zu Null macht, 
wird auch §? verschwinden lassen, und umgekehrt wird jedes ^^ 
welches %q=^ macht, auch einen Factor der rechten Seite identisch 
Null werden lassen — wir finden, also, dass jedes Integral der 
Gleichung Fg = auch ein Integral der Gleichung g^ = sein wird, 
dass aber umgekehrt — und dies wird für die späteren Schlüsse 
wichtig — auch jedes Integral von %q == der Gleichung i^^ = 
genügt, wenn man sich nur im Allgemeinen unter Xx+^ und ^x-f-^ 
andere Lösungen derselben gegebenen algebraischen Beziehungen 
denkt, die zwischen diesen Grössen und x^ stattfinden. Formt man 
in der eben angegebenen Weise auch die Gleichung (3) um, so dass 
man erhält 



(7) ... gUi,yi, ^i, ^ J , 



d Zi 




; 


dx^'^^^' 



dx, ' " * dic^^+^ ' * " ' ^^» ' ' * ' ^" ' ' ' ~ ' 

und stellt diese Gleichung mit den Gleichungen (5) zusammen, so 
wird man, wenn man (7) w^ + ^2 + * ' * +w;inial, die Gleichungen 
(5) resp. Jfx+i + Wg + • • + m mal, • • • Mx^x + ^1+^2+ • • '^x—i inal 
nach x^ differentiirt 

JfxH-i H 1- My+x + A K + W2 H [-^x)+ ^ + 1 

Gleichungen erhalten, aus denen die Grössen 0x-\-i, ^x+2; • • • ^x-\-x 
nebst ihren Ableitungen, deren Anzahl 

Mx+i -I h Mx-^x +^(^1 + ^2-1 \.nx) + X 

ist, eliminirt werden können. Yof allem muss bemerkt werden, dass 
diese Elimination in allen Fällen durchführbar ist, da die Gleichung 
(5) und (7) von einander unabhängig sind 5 denn was zuerst die 
Gleichungen (5) selbst angeht, so kommt in jeder derselben nur eine 
der Grössen ^x+i, ^x-f2, • • • ^x-\-x vor, und da die DiflFerentiation nach 
Xi die Beziehung liefert 

*^ dz . . dx. *^ *^ / jn^ \ , n«_Li ' 

d 



dx, dz^^^ dx, ^ ^ /'f9z,_J\ dxy+' 



dxy 



und 






dxy 
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Ton Null yerscliieden ist^ so wird jede solche durch DifiPerentiation 
aus einer der Gleichungen (5) entstandene Gleichung eine neue 
Eliminationsgr'össe einführen, und es werden somit die anf diese 
Weise hergeleiteten Gleichungen von einander unabhängig sein; was 
endlich die Gleichung (7) betrifiPt, so kann sie von keiner der eben 
betrachteten Gleichungen abhängig sein, weil sie die in diesen nicht 
vorkommende Grosse z^ und deren Differentialquotienten enthält, und 
dasselbe gilt von ihren Ableitungsgleichungen, weil diese wieder 
stets neue Ableitungsgrossen einführen*). Das gewonnene Elimina- 
tionsresultat habe die Form 



(8) 



• • • 0\ X., y., ^,, -5-^, • • • „■ ■ . TT- 1 = 



in welche wieder x^y - - - x^y z^^ - - • Zx als Parameter eintreten; da 
aber die erste der Gleichungen (1) 



(9) 



- / dz ^"*' ^ \ A 



in Bezug auf ihren höchsten Differentialquotienten algebraisch irre- 
ductibel, ausserdem 0^ ein Integral derselben sein sollte, das nicht 
schon einer gleichartigen Differentialgleichung niederer Ordnung an- 
gehört, so wird nach dem oben bewiesenen Satze jedes Integral der 
Gleichung (9) auch ein Integral von (8), oder es wird (9) ein alge- 
braisches Integral der Differentialgleichung (8) von einer bestimmten 
Ordnung sein müssen. Nehmen wir nun an, dass im Laufe des 
Eliminationsprocesses nicht mehrere Grössen zugleich herausfallen, 
oder dass nicht schon aus weniger Gleichungen als den oben an- 
gegebenen sich die bezeichneten Grössen eliminiren lassen, so werden 
sich die letzteren als rationale, im Allgemeinen als algebraische 
Functionen der Coefficienten der Gleichungen, also der Grössen g^ 
und deren Ableitungen ergeben, und es ist ersichtlich, dass, weil 
das Eliminationsresultat von jedem anderen particulären Integrale 0^ 
der Differentialgleichung (9) befriedigt wird, die aus jenen alge- 
braischen Functionen durch Substitution von z^ statt 0^ sich er- 
gebenden Functionalwerthe ebenfalls den Gleichungen (5) und (7) 
Genüge leisten werden , vorerst freilich nur, ohne Rücksicht auf ihre 
Eigenschaft als Differentialquotienten, lediglich als Eliminations- 
grössen eines algebraischen Gleichungsystems aufgefasst. Ist aber z. B. 



^x4-i=% ^ 



dz, ^ir, + n, + .. + «^^^ \ 



*) Die Gleichungen (6) und (7) nebst ihren Ableitungen können sich nicht 
widersprechen, da sie thatsächlich bestehen. 
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und 

dx^ ~ '^ly^^y y^^ ^^^ dx^ ^ " ' da;^x + «x+-4-«;i 

so dass 

(dz, \ d ( dz, \ 

«1, yi. ^1. d^> • • -j = d^r « r»' y» '^> d^'-- ■) 

ist; SO muss wiederum nach dem oben bewiesenen Satze diese 
Gleichung .-auch durch 0^ befriedigt werden, und es werden somit 
auch die durch Substitution von 0^' statt ^^ hervorgehenden Werthe 
der Eliminationsgrössen in den resp. Differentialbeziehungen zu ein- 
ander stehen, i h. wenn man ;s?/ statt z^ und für die ^x+i, • • ;2^x+;i 
die aus den für die Eliminationsgrössen gefundenen Functionalaus- 
drücken durch jene Substitution hervorgehenden Ausdrücke setzt, so 
werden die Gleichungen (5) und (7) befriedigt werden, oder endlich 
noch anders ausgedrückt, es werden ein willkürliches particuläres 
Integral der Gleichung (9) und dazugehörige particuläre Integrale 
der Gleichungen (5) der Gleichung (7) genügen, d. h. mit ihren dazu- 
gehörigen Ableitungen die algebraische Beziehung unverändert lassen, 
wobei stets x^^" Xx, 0^7' ' ^* ^^^ Parameter zu betrachten sind. So 
wird, um zuerst ein ganz einfaches Beispiel zu nehmen, das particu- 

dz 
läre Integral ^^ = c* der Differentialgleichung -r— = und dessen 

Ableitung mit dem particulären Integrale z^ = ^^ -^ d^ der Differen- 

d^ z dz 

tialgleichung -, ^ — 3 -, f- 2;8? =0 in der algebraischen Beziehung 

ax dx 

stehen 

und man sieht unmittelbar, dass, wenn man 0^ durch ce^, aber ^2 
durch das nunmehr bestimmte particuläre Integral der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung c^e^* + ce* ersetzt, die algebraische Be- 
ziehung unverändert bleibt. 

Aber wir haben einige wesentliche Bemerkungen hinzuzufügen. 
Es war eben bewiesen worden, dass ein willkürliches particuläres 
Integral von (9) imd dazu gehörige particuläre Integrale der Differen- 
tialgleichungen (5) die zwischen den Integralen und deren Ableitungen 
bestehende algebraische Beziehung (7) unverändert lassen; da nun 
aber früher gezeigt worden, dass jedem Integrale einer der Gleichungen 
von (5) stets ein Integral der resp. Gleithung von (2) entspricht, 
wenn man sich nur unter a?x+^ und yx+^ im Allgemeinen andere 
Lösungen derselben gegebenen algebraischen Beziehungen denkt, die 
zwischen diesen Grössen und x^ stattfinden, so können wir auch den 
eben gefundenen Satz so aussprechen, dass die algebraische Be- 

Königsbergor', DifiFerentialgleich. 3 
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Ziehung (3) erbalten bleibt^ wenn man für z^ ein beliebiges anderes 
particuläres Integral der ersten Gleichung (1) und för ^x+i, • • • ^x-|-;i 
bestimmte andere particuläre Integrale der Gleichungen (2) setzt^ 
wenn man nur für x^^^ und yx^q Losungen derselben algebraischen 
Gleichungen (4)^ aber im Allgemeinen andere dieser Losungen ge- 
nommen denkt; wobei x^^ ' - x»^ B^y ' - Zx ^ Parameter zu betrachten 
sind. Wählen wir zur Erläuterung des eben besprochenen üeber- 
ganges von Xx-^.^ in eine andere Losung der >diese Grosse definiren- 
den algebraischen Gleichung die beiden Differentialgleichungen 

f-^y==_j^ und f^y=-JL^, 

worin x^ und x^ von einander unabhängige Variable sein sollen, seien 

femer bei fest bestimmten Zeichen von ")/l — x-^ und }^1 — x^ zwei 
Integrale der resp. Differentialgleichungen 

r dx , r dx 



und stellen wir endlich mit jenen beiden Differentialgleichungen die 

Gleichung 

/ dz y_ 1 

\d.x^) 1 — «s* 

zusammen, . worin x^ algebraisch von x^ und X2 in der Weise ab- 
hängen soll, dass 

x^ = x^ yi — x^^ + X2 yi — x^ 

ist mit den für die Wurzelgrössen fest angenommenen Werthen, so 
wird, wenn ausserdem 

|/rr^2 _ i/riz^a yin-^ — x^ x^ 

gesetzt, und als Integral jener dritten Differentialgleichung 



gewählt wird, zwischen diesen drei Integralen die algebraische Be- 
ziehung bestehen 

(m) .... ^8=^1+^27 

und wir wollen nun auf diese Beziehung unsern eben bewiesenen 
Satz anwenden. Setzt man für z^ das andere nicht durch eine Con- 
staute verschiedene particuläre Integral, das einer Aenderung des 
Wurzelzeichens entspricht, 



j yr-x^ 



«1 

r dx 



X' 





j 
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so sieht man^ dass^ wenn x^ und ^2 unverändert bleiben, die rechte 
Seite der algebraischen Beziehung (m), welche erhalten bleiben soll, 
in ^/ + ;s?2 übergeht; da aber 0^ == — ^1 ist, so wird die linke Seite 
durch eine Grösse 0^' zu ersetzen sein, für welche, wenn wiederum 

*.' 

gesetzt wird, bekanntlich ^ 

x^'=x^yi^X2^ — iCg]/!— iCi^, yi —X3^ = — V^l—^i^ • V^—^2^ — ^1^2 

sein muss, und wir haben somit dieselbe algebraische Beziehung 

in der 0j^ ein anderes particuläres Integral der Differentialgleichung 
l — j = _ für dieselbe Variable x^y und 0^' ein particuläres 

\ (m X / X ~~" X 

Integral eben dieser Differentialgleichung für das Argument x^ be- 
deutet, welches sich als Lösung derselben algebraischen Gleichung 
ergiebt, welche x^ mit x^ und x^ verband. Zu demselben Resultate 
gelangen wir, wenn wir in der Beziehung ^3 = ^1 + ^2 ^^® Variable 
x^ die Punkte + 1 oder — 1 umkreisen lassen. 

Wir werden später die Frage zu erörtern haben, unter welchen 
Umständen die Werthe Xx-\.q in dieselben Lösungen der sie definiren- 
den algebraischen Gleichungen übergehen, und also unverändert 
bleiben, gehen aber jetzt erst in der allgemeinen Auseinandersetzung 
weiter. 

Lässt man in der oben erhaltenen algebraischen Beziehung (3), 
in welcher jgf^, Zx^iy • • • ZxJ{.x durch ^/, ;^i+i, • • • zIcj^x ersetzt sind, 
während a?x+i, • • • x^^x im Allgemeinen in andere Lösungen der sie 
definirenden algebraischen Gleichungen übergegangen sind, nunmehr 
das unverändert gebliebene Integral 0^ in ein beliebiges anderes par- 
ticuläres Integral der zweiten Differentialgleichung (1) übergehen, 
während z^, 0q, • - * 0» unverändert bleiben, so wird man wieder aus 
den vorher angegebenen Gründen die Integrale 0x^1, • • • 0x-[-x durch 
andere particuläre Integrale des Systems (2) zu ersetzen haben, wobei 
wieder die unabhängigen Variabein dieser Integrale in andere Lösungen 
der sie definirenden algebraischen Gleichungen übergehen können. 
Schliessen wir so weiter, so finden wir, dass die algebraische Be- 
ziehung (3) erhalten bleibt, wenn man für 0^^, 0^^ • • • 0^ ieliebige 
andere particuläre Integrale der Differentialgleichungen (1), für 0x-{-i, 
0x-^2, ' - ' 0x-\-x bestimmte andere particuläre Integrale der Differential- 
gleichungen (2) setzt, wobei die Variabein iTx+i, ••• (^x-{.x im All- 
gemeinen in andere Lösungen der sie definirenden algebraischen 
Gleichungen übergehen werden — immer vorausgesetzt, dass der 
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oben vorgenommene Eliminationsprocess für die Eliminationsgrossen 
bestimmte algebraische Functionen der Coefficienten jener Gleichungen 
liefert; d. h. bei der Elimination nicht mehrere der zu eliminirenden 
Grössen zugleich herausfallen. Dass dies in der That der Fall sein 

kann, geht aus folgendem Beispiel hervor: Die Differentialgleichung 

dz 
(a) ~J~~ ^= ^ ^8-* das particuläre Integral ;e?i = e*, die Differential- 
gleichung 

« 

das particuläre Integral 

SO dass zwischen diesen beiden Integralen die Beziehung besteht 

differentiirt man nun (/3) einmal, und (y) zweimal, so erhält man 

eliminirt man femer -r— J- aus (d) und (J;), so folgt 

und stellt man nunmehr (i^) mit (f) zusammen, so ergiebt sich 

d^Zi dz^ 

dx^ dx ^ 

oder verbindet man dieselbe mit (/3), so folgt 

dz^ I ck ^^^1 

welche wiederum mit (y) verbunden 

d^z^ 

dx^ ~^^ 

liefert, ohne gs^ und dessen Ableitung als algebraische Function von 
^^ und den Ableitungen dieser Grösse auszudrücken; in der That 
kann ^g nicht algebraisch durch z^ = (f ausgedrückt werden; setzt 
man in (y) für z^ c^^y ^^ ^^^ 2LU(Ai 0^ durch €0^ zu ersetzen, wenn 
dagegen statt 02 ^^^ andere Fundamentalintegral von (/3), nämlich 
e~"-^% substituirt wird, so muss 0^ gleich gesetzt werden. 
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Um . somit die allgemeine Gültigkeit des oben ausgesprochenen 
Satzes zu erweisen, müssen wir den Eliminationsproeess selbst 
genauer verfolgen, und es wird genügen den Gang des Beweises für 
Systeme von DifiFerentialgleichungen durchzuführen, welche nur aus 
je einer Gleichung bestehen; sei eine Diflferentialgleichung 

gegeben, welche in Bezug auf den höchsten DiflFerentialquotienten 
irreductibel sein soll, und mögen eins ihrer particulären Integrale ;S?i, 
das nicht schon das Integral einer Diflferentialgleichung niederer 
Ordnung ist, und dessen Ableitungen mit einem particulären Integrale 
^2 der Diflferentialgleichung 

und den Ableitungen desselben in der algebraischen Beziehung stehen : 
/1o^ tT+^-J, / dz, dz^ d^'-^^-^z^ \ 

worin q eine positive oder negative ganze Zahl, eingeschlossen, 
bedeuten soll. Ist 9 = oder positiv ganz, so ersetze man in der 
letzten Gleichung vermöge (11) und deren Diflferentialquotienten alle 
Ableitungen von einer höheren Ordnung als der n — V^^ durch die 
niedrigeren, so dass die Gleichung (12) die Form annimmt 

/ION d^^^z^ - / ^ dz, dz^ d^-^z.,\ 

und somit ist auch dieser Fall reducirt auf denjenigen, in welchem 
die Grösse q der Gleichung (12) eine negative Zahl = — 1 ist, so 
dass wir allgemein die Gleichung (12) ersetzen können durch 

worin a eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Diflferentiirt man die Gleichung (14) a-mal nach einander, so folgt 

(T-^+^^g ,/ dz, dz^ d''-''z^\ 

d^z. _ ^ / ^ dz, dz, d^'-^z, \ 



dx"" 
und somit nach (11) die Beziehung: 

/<c\ >*. I dz, dz.2 d^^ z>2 \ 



I^Ar I ^ 7/9*?. ^*^/>, fVA 'Uir JL-!ia*s.xa4j ttr WiäeaLfttaea S ^'e^mag «sc. 



>^^t ÄV-iA ,A <^<^ '/^'yi:L'^-^ tii* ji-Li Ml B»*zieiL-i:i:r*=. 14 und 

ty^/f,/# ^ y^ a 1 Ut, ur,d b:ldr:t man wie»ier dmeh soceeasive 

?*o folj^t auH d#fr IfdyXnn diener Gleichungen und der Gleichung (14): 
dl) .... ^I<^,..[x, z„ ^, • - . z„ -^;-, • • • ^^_^_\ ) = 

m 

¥,k*\f/S, triari wiederum in diese Gleichung die aus (16) und den ab- 
^\^W\\mU*\\ Ohficfiurigen entnommenen Werthe von 



^r* ^ z., d^^f*-^^z^ . d^ 



u-l 

^2 



HO Mi'ltilll mau 

worin y ' ß l ; bildet man endlich hieraus wieder 

NO lol^t 

wonu^s duivh .KinsetÄon der AVerthe (18) und der durch DifFeren- 
tiwtum Äh}jt^loilotou ivllo Werthe ^^ und deren Ableitungen herausüedlen 
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mögen; so dass sich als Eliminationsresultat eine Beziehung ergiebt: 

(20)....^,(^,..,45-,^,....) = 0, 

dann wird der eben vollzogene Eliminationsproeess der allgemeinsten 
Annahme entsprechen. So folgt in dem oben behandelten Beispiel 
durch Diflferentiation von (y) 

dx^ +^^ dx ^^^^2— ax 

und durch Identificiren des zweiten Differential quotienten aus dieser 
Gleichung und der Gleichung (ß): 

dx ^ ^ dx ' 

dz 
woraus sich schon durch Gleichsetzen der Werthe von -j-^ aus der 

dx 

zuletzt erhaltenen und der Gleichung {y) 

dzi 

-d^ = ^^ 
ergiebt. 

Wir haben der Kürze halber diesmal immer nur mit einem 
Zweige der einzelnen hier auftretenden algebraischen Functionen 
operirt — es bedarf kaum der Erwähnung, dass, um die zugehörigen 
rationalen Formen zu substituiren, man immer nur das Product der 
einzelnen irrationalen algebraischen Ausdrücke zu bilden hat — es 
wird also auch die Gleichung (20) eine irrationale algebraische sein; 
da dieselbe aber rational gemacht in Folge der für die Gleichung (10) 
und deren Integral ^^ gemachten Voraussetzung durch alle Integrale 
dieser letzteren befriedigt würde, 0^ aber dem Zweige (20) dieser 
rational gemachten Gleichung genügt, so werden auch andere parti- 
culäre Integrale von (10) z. B. 0^' Integrale von (20) sein; sei nun ^2 
ein particuläres Integral der im Allgemeinen nicht algebraischen 
Differentialgleichung (18), nachdem in derselben 0^ durch 0^' ersetzt 
ist, so werden auch die daraus abgeleiteten Gleichungen gelten, und 
da die Gleichung (19) nichts anderes ist als die Gleichung (20), wenn 
die Werthe der einzelnen Ableitungen substituirt worden sind, die 
Gleichung (20) aber für 0^' bestehen bleibt, so wird auch (19) für 
diese Integrale jsf^' und 0^ bestehen, d. h. es wird (16) für eben diese 
Integrale befriedigt werden. Daraus folgt aber wiederum die Gültig- 
keit der aus dieser durch Differentiation abgeleiteten Gleichungen, und 
da (17) erfüllt ist — denn (17) ist nichts anderes als (18) vor Ein- 
setzen der eben bezeichneten Ableitungswerthe — so folgt daraus 
wieder, dass auch (14) befriedigt ist, wenn 0^ und ^g durch 0i' und 02 
ersetzt werden. Da endlich (14) und die Ableitungen dieser Gleichung 
die in den neuen Integralen richtige* Gleichung (16) also auch (15) 
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liefern, so folgt, dass auch (11) befriedigt sein muss, wenn ß oder ^^ 
durch ^^ ersetzt wird, d. h. z^ ist. ein Integral der DiflFerential- 
gleichung (11), und es findet zwischen dem particulären Integrale &^ 
der DiflFerentialgleichung (10) und dem particulären Integrale z^ der 
Differentialgleichung (11) und den Ableitungen dieser Grössen wieder 
die algebraische Beziehung (14) statt, was wir eben feststellen wollten. 

Fassen wir die jetzt gewonnenen Resultate zusammen, so folgt 
das nachstehende Theorem, das die Grundlage der folgenden Unter- 
suchungen bilden wird: 

I. Besteht zwischen particulären Integralen von in Bemg auf 
den höcJisten Differentialquotienten algebraisch irreductibeln Differential- 
gleichungen und zwar solchen Integralen, welche gleichartigen Differen- 
tialgleichungen niederer Ordnung nicht genügen, und particulären Inte- 
gralen algebraischer Differentialgleichungen, deren unabhängige Variabein 
zu denen des ersten Systems in algebraischer Beziehung stehen, und deren 
Ableitungen eine algebraische Eelation, so bleibt diese bestehen, wenn 
man für die ersteren Integrale beliebige andere partiouläre Integrale 
jenes Systems setzt, wenn man nur für die Integrale des zweiten Systems 
passende partimläre Integrale dieses Systems substituirt. 

Dieser Satz gilt natürlich in jedem Falle, wenn das erste System 
von Gleichungen aus irreductibeln Differentialgleichungen besteht. 

Machen wir, bevor wir auf eine weitere Untersuchung, die eine 
Eraecisirung des eben ausgesprochenen Satzes betrifft, eingehen, eine 
einfache Anwendung desselben auf die Feststellung der allgemeinsten 
algebraischen Beziehung, welche zwischen den particulären Fundamental- 
integralen einer irreductibeln homogenen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung und deren Ableitungen besteht. 

Nehmen wir zuerst an, dass die Ableitung nur eines Fundamental- 
integrales in dieselbe eingeht, die Relation also von der Form ist 

(21) "- 02 = f(^y^iy^l), 

so wird nach dem eben bewiesenen Satze, der in diesem Falle in jedem 

Systeme nur eine und zwar dieselbe Differentialgleichung enthält, z^ 

durch ^^Zj^ ersetzt werden dürfen, wenn man nur m^z^ + m2Z2 statt 

Z2 substituirt, worin m^ und mg von der willkürlichen Constanten ft^ 

abhängige Constanten bedeuten, also 

m^Zj^ ^m2Z2 = fix, ^^z^, /u-j^/) 
oder 

(22) m^Zi + m^fix, z^, <) = f{x, ^i^z,, fi^z^y 

Da aber die Differentialgleichung zweiter Ordnung irreductibel 

sein sollte, also z^ nicht die Lösung einer Differentialgleichung erster 

Ordnung sein darf, so muss die Gleichung (22) eine in z^ und z^ 

identische sein für jedes fi^] differentiirt man daher dieselbe nach z^ 
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lind zIj so folgt 

df{x, fi^z^, fi,z,') _ ^ , ^ a/'(a;, z^, z,') 
^' dK^i ^1 i- ^2 JJ^ 

dfjx, (i,z^, fi^z^') _ dfj^, ^M_0_ 
und da die Differeutiation nach ftj 

giebt, so folgt mit Benutzung der eben erhaltenen Gleichuugen 

worin a und 6 Constanten bedeuten. Da diese Gleichung wiederum 
eine in 0^ und 0^ identische sein muss, so können wir sie als eine 
lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit den beiden 
unabhängigen Variabein z^ und 0^ und der abhängigen f(x,^it^i) 
betrachten und erhalten zum Zwecke der Integration das System 
gleichzeitiger totaler Differentialgleichungen 

dZi dZi' df 

Zi Zi af + bZi ' 

deren vollständige Integrale 

sind, und man findet daher als allgemeines Integral der partiellen 
Differentialgleichung (23) 

(24) • . . • fix, 0„ g;) = V?' (^) - -^^u 

worin 9 eine willkürliche algebraische Function bedeutet, in welche 
die* unabhängige Variable x beliebig eintreten darf; setzt man diesen 
Ausdruck in (22) ein, so folgt leicht, dass 



ma 



a hui ( a—1 ^\ 



ist, und man erkennt aus der Bedeutung von a und h nach Gleichung (23) 
unmittelbar, dass sie numerische d. h. nicht von fi^ abhängige Con- 
stanten vorstellen, da die Function f{x^ ^^y z{) die Grösse ^^ nicht 
enthält; es ist somit die allgemeinste Beziehung (21) in der Forrn 
enthalten: 

Sollen endlich in der algebraischen Beziehung die Ableitungen 
der beiden Fundamentalintegrale vorkommen, also 

(26) ••••^2' = /'(^;^i, ^2, O 
sein, so darf angenommen werden, dass nicht schon zwischen den 
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beiden Integralen und einer der Ableitungen eine algebraische Re- 
lation stattfinde, weil wir sonst auf das vorige Problem zurückgeführt 
werden; ersetzt man in (26) 0^ durch /l^i^i, also 02 durch nii^^ + ^2^2? 
worin ^^ eine willkürliche, m^ und ^2 von dieser abhängige Con- 
stanten bedeuten, so folgt 

(27) Wi^/+ m^fix, 0^, 02, 0i) = f(x, (i^0i, m^0i + Wg^g» ^1^/), 

und da diese Gleichung der Annahme gemäss eine in 0^^ 0^^ 0^ iden- 
tische sein muss, so folgt durch DiflFerentiation nach diesen Grössen 

d\t,^z^ ^^ ' d (Wi z^ + Wj z^ ^ 

_ ^ a/'(a;, z^, z^, O 

^fi^y fti^i> »w^g^ + m^z^, fi^z^) ^ ^^ df(x,z,,z^,z,') 
d(miZi + m^z^) 2 2 ^^^ 

äfi^^T /ii — mi -h ^2 -^^^7 , 

und diflferentiirt man (27) nach f*i, so ergiebt sich mit Hülfe der 
eben erhaltenen Relationen, wenn f(x, 0^, 0^, 0O = f gesetzt wird: 

^, ^1 e?^, ^, ^i -a^, ^" a^, K^ dti, "^ ^2 a^^ ) 



oder 

(28) ■■■.0,-^-^ + iaz,+ b^,)-^-l- + g,'-^ = A0,'+ Bf, 

worin a, 6, J^, JB Constanten bedeuten. Das zugehörige System totaler 
Differentialgleichungen 

dz^ dz.^ ^?i'_ ^C 

^1 az^ + bz^ z^ ~ AZy + Bf 

liefert die Integrale 

und somit das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung 
(28) wegen f = 0^ 



(29) .... 0^ = 0^^^) 



'i.('.+ i^)T'\ B-, 



worin 9) eine willkürliche algebraische Function bedeutet, in welche 
auch die unabhängige Variable x algebraisch eintreten darf, während, 
wie man wieder leicht durch Einsetzen in (27) sieht, a, Ä, b, B 
Constanten sind, von denen die beiden letzten rationale Zahlen sein 
müssen. Hiermit ist die Form der allgemeinsten algebraischen Be0iekung 
0tmschen den Fundamentalintegralen und deren Ableitungen für eine 
irreductible lineare homogene Differentialgleichung 0weiter Ordnung ge- 
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fanden. Bekanntlich besteht für jede solche Differentialgleichung 



dx^ ' dx 

wenn P das logarithmische DiflFerential einer algebraischen Punction/(a;) 
ist, die Beziehung 

(30) ^1^2 — ^2^1 = JJ^ y 

und in der That erhält man, wenn in (29) 

A = a = 0, B = h=— 1 
gesetzt wird, 

so dass, wenn die willkürliche Function 
angenommen wird, sich 

» 1 pfl* _i CZj' "] z^' j^ c 

oder 

ergiebt*). 

Nachdem eine Anwendung des oben bewiesenen Satzes be- 
handelt worden, gehen wir wieder zu demselben zurück, um noch 
einen wesentlichen Punkt zu erledigen, der oben bereits angedeutet 
war; es ist dort bei der Transformation des Gleichungssystems (2) 
in das System (5) hervorgehoben worden, dass jedes Integral von (2) 

*) Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass eine lineare homogene 
DifiFerentialgleichung zweiter Ordnung nicht etwa stets reductibel werden muss, 
wenn P das logarithmische Differential einer algebraischen Function bedeutet, 
wie z. B. die Differentialgleichung 

d^z t 1 dz , ^ 



dx^ ' X dx 
zeigt, deren Fundamentalintegrale bekanntlich 

^j = / e«» cos w ^^ und ^2 == / ^'"^ °°' *^ log (x sin^ w) dw 



sind und sich nicht als Integrale einer algebraischen Differentialgleichung erster 
Ordnung darstellen lassen. Uebrigens mag bemerkt werden, dass der oben ge- 
fundene Ausdruck (29) für die allgemeinste Relation zwischen zwei Fundamental- 
integralen und deren ersten Ableitungen einer homogenen linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung nur die Voraitesetzung erforderte, dass die beiden 
Fundamentalintegrale nicht schon Differentialgleichungen erster Ordnung genügen 
oder selbst algebraisch sind. 



4 
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auch ein Integral von (5) ist, dass aber auch das Umgekehrte der 
Fall ist^ wenn man sich nur im Allgemeinen unter Xx^^ und yx-\-Q 
andere Lösungen derselben gegebenen algebraischen Beziehungen 
denkt, die zwischen diesen Grössen und x^ stattfinden, und demgemäss 
waren auch in dem oben ausgesprochenen Theorem bei der Substi- 
tution der neuen particulären Integrale die unabhängigen Variabein 
der Integrale des zweiten Systems von Differentialgleichungen im 
Allgemeinen andere Lösungen der gegebenen algebraischen Beziehungen. 
Fragen wir jetzt, wann die Xx-{-q dieselben Lösungen bleiben; denken 
wir uns oben bei der Transformation der Differentialgleichungen (2) 
und der augenommenen algebraischen Beziehung (3) in Differential- 
gleichungen mit der unabhängigen Variabein Xj^ nach Einsetzen der 
Werthe für 

dz d^z 2 ^ dz d^z 

— 1 , 5 >••••» aurcn -^ — , -^ — ö- , • • • • 

ausgedrückt, die Grössen Xx-^q nickt herausgeschafft und nun den oben 
besprochenen Eliminationsprocess ausgeführt, so' wird die resultirende 

dz d z 

Differentialgleichung in ^j, —rr-? ~i — V> '••• ausser x. noch Xx^i, 

eil X* CL Xt 

Xx-{-2y • • • • Xx-{.x in rationaler Form in ihren Coefficienten enthalten 
und mag mit 

(31) "- (p(xi, Xx + l, Xx-[.2, "" Xx^X, ^i, -^, -j^y )=0 

bezeichnet werden. Diese Gleichung enthält also die durch algebraische 
Irrationalitäten ausgedrückten Functionen Xx^i^-^Xx^x der Variab ein x^ , 
und wir wissen aus Früherem, dass, wenn wir die Gleichung (31) in x^ 
rational machen würden, alle Lösungen der in 0^ gegebenen Differential- 
gleichung 

(32)--/-.(«.,%-g^,--^) = 0, 

welche den früher angegebenen Beschränkungen unterliegt, auch 
Lösungen der rational gemachten Gleichung (31) sein werden. Be- 
rechnet man aus (32) 

d'^'^z, , / dz, är^~^z. 



• • • • 



dz, _ flT'-^g, 






unter der Voraussetzung, dass (32) in Bezug auf den höchsten 
Differentialquotienten irreductibel und vom A*®" Grade ist, und bildet 
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daraus durch Differentiation 



setzt diese Werthe in die Gleichung (31) ein, und multiplicirt die 
sich so ergebenden l Werthe der q) — Function, so erhält man 

(33) • • • • 9 / x^, «x+i, • • • a;x+i, ^i, -^^, •■• ■ ^^j±-, V-i, Zi, • ' • Jx 

(dz. d*"'"'«, 

und die linkö Seite dieser Gleichung ist rational in z^^ -j-^» * • _i » 

da sie das Eliminationsresultat der höheren Ableitungen von ^^ als 
von der m^ — 1*®^ Ordnung zwischen den Gleichungen (31) und (32) 
darstellt; bezeichnen wir diese Gleichung durch 



d»"^-^ z 



(34) .... g^K, ^x+i, • • • x,^i, 8,, -|J", . . . -j^^lj = 0, 



oder durch 



a ( dg, Y 

il da;. I 



(35)... .2?P<(^V (^:;^|--.(£^Y = 0, 




worin P eine ganze rationale Function von x^y Xx+iy Xx^2y • • • • iPx+;i 
bedeutet, so würde sie nach Wegschaffung der algebraischen Irra- 
tionalitäten Xx^iy ' . • Xx-\.x^ da sie nur von der m^ — 1**** Ordnung 
ist und das Integral z^ besitzt, eine für alle Werthe von 

dzi (T*-^ z^ 



0, 



.— 1 



identische sein müssen. Fassen wir nunmehr die Functionen a?x+i, 
• • . • Xx^x von Xj^ auf, denken uns alle Verzweigungspunkte defselben 
verzeichnet, bilden all^ Werthecombinationen dieser Grössen, welche die 
Umläufe von x^ um diese einzelnen Verzweigungspunkte erzeugen und 
setzen alle diese Werthecombinationen in ?P'=0 oder in die Grössen P 
der Gleichung (35) ein, so wird, wenn die so hervorgehenden Werthe 
von W^ durch W^, 'J'^g, • • . ^fr bezeichnet werden, das Prodact 

(36) ??• . ^1 . ^2 ^^ = 

gesetzt offenbar in x^ rational sein, da für jeden Umlauf um einen 
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Verzweigungspunkt die P der einen Summe ??*« in die P der anderen 

Summe Wß übergehen; und somit (36) der oben gemachten Bemerkung 

dz d!^^~^ z 

gemäss für beliebige Werthe von ä^ , -^-^ , • • • — ^^f- identisch 

gleich Null sein müssen. Wenn aber für ein beliebig gewähltes 
Werthesystem die linke Seite von (36) verschwinden soll, so 
muss jedenfalls eins der W für unendlich viele Werthe von g^y 

».^ ... _-i_ Null werden d. h. es müssen die entsprechenden 

Coefficienten P für jedes x^ Null sein; da aber die P des einen W in 
die P des andern W übergehen, wenn man x^ alle Umläufe um jene 
Verzweigungspunkte machen lässt, so werden also auch die P 
eines jeden W Null sein, somit jedes W für beliebige Werthe von z^, 

T^ 7 ' ' ' =1^ verschwinden, und daher auch die Gleichung (34) 

oder (33) für beliebige Werthe der eben bezeichneten Grössen be- 
stehen. Die einzelnen 9) -Functionen der Gleichung (33) waren nun 
aus der Eliminationsgleichung (31) entstanden, indem man die 
Gleichung (32), welche in Bezug auf den höchsten Diflferential- 

d"^^ z 
quotienten als irreductibel vorausgesetzt war, nach -^ auflöste, 

die successiven Ableitungen bildete und in (32) einsetzte; da nun (33) 

dz cr^^~^ z 

für beliebige Werthe von 0^, 'T~^> ''' — ;^Tri~ verschwinden musste, 

1 CL3C* 

SO wird jedenfalls einer der Factoren, also eine der 9-Functionen für 

beliebige Werthe dieser Grössen identisch Null sein; ist man nun im 

Stande, in der nach der höchsten Ableitung aufgelösten Gleichung (32) 

dz d"**""^ z 

durch geschlossene Umläufe der Grössen g^^ tH", • • • zir~ ^^ 

^^1 dx^^ 

allen Auflösungen ^j, ^27 ' ' ' '4^1 zu gelangen, oder' was dasselbe 
aussagt, ist die Gleichung (32) in Bezug auf den höchsten Differential- 
quotienten algebraisch irreductibel mit Ädjunction der Grössen rcx+i, • • • 
Xx+Xy dann wird das Verschwinden irgend einer der A 9) -Functionen 
das Yerschwinden einer jeden anderen dieser Functionen nach sich 
ziehen; daraus folgt dann, dass für jedes particuläre Integral der 
Differentialgleichung (32) auch die Gleichung (31) mit Beibehaltung 
der Werthe Xx+i^ * • ' Xx-{.i befriedigt sein wird, d. h. das Eliminations- 
resultat bestehen bleibt für jedes Integral der Gleichung (32) — anders 
ausgedrückt, es werden in dem oben ausgesprochenen allgemeinen Satze 
von der Erhaltung der algebraischen Relation in den eben bezeichneten 
Fällen die unabhängigen Variabein der zu substituirenden particulären 
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Integrale des zweiten Systems ihre Werthe behalten. Offenbar wird 
dies nach den obigen Auseinandersetzungen stets der Fall sein^ wenn 
die Differentialgleichungen (1) in Bezug auf den höchsten Differential- 
quotienten vom ersten Grade sind, also jedenfalls für lineare Differen- 
tialgleichungen. 

Wir wollen nunmehr einen zweiten Satz von der Erhaltung einer 
algebraischen Beziehung beweisen, von dem wir gleich nachher eine 
Reihe von Anwendungen machen wollen. 

Seien wiederum die zwei Systeme von Differentialgleichungen 
(1) und (2) gegeben, über die wir jedoch fürs erste noch gär keine 
Voraussetzung machen, und bestehe auch jetzt zwischen einzelnen 
particulären Integralen derselben und deren Ableitungen eine alge- 
braische Beziehung (3), so stelle man die erste Gleichung von (1) 
mit der Beziehung (3) zusammen, und eliminire, indem man die 
erstere Jf^-mal, die letztere m^-mal nach x^ differentiirt, aus den so 
entstehenden, von einander unabhängigen M^ -{- m^^ -\- 2 Gleichungen 
die Grössen 

indem x^, ' - - x^^ si^y ' ' ' ^* wieder als Parameter betrachtet, und die 
Differentialquotienten der Grössen ^sTx+i, • • • 0x+x nach x^ genommen 
in solche nach a^x+i, • • • Xxj^x genommen verwandelt werden; es er- 
giebt sich sodann eine Differentialgleichung von der Form 



x+l 



• •• ^«+^; -^ — ~y 



dz,^, d^^+^+'^^x+z 



x-f-;i 



.)-. 



aus der wir vermöge der Gleichungen (2) die Differentialquotienten 
von 0x-\-\y • • • ^x+;i; welche resp. von einer höheren Ordnung als der 
«1, • • • nx^^ sind, eliminiren können. Nehmen wir an, dass die 
Gleichungen (2), als algebraische Gleichungen in dem höchsten 
Differentialquotienten aufgefasst, irreductibel sind, und sich aus ihnen 



x+l \ 

x+i \ 



^^x+l d * ^x + 1 



• • 



' X-{-l 



^^x+1 d * ^x + 1 



. • • 



' x + l 



d»^+^ Z^ L, d»»+ 



1 



z^ 



x + l "' ^x + 1 



= X\l} ' ' • , „.4-1 = ^."1 



d^n.+ l ^m ^^.n,+ l 

x+l x+l 
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ebenso 

d^^ ^x4-2 / ^^x+2 "* ^xH-2 \ ^ ^x4-2 



x+2 \ ~ x4-2 / x4-2 



^xH-2 \ 
I • • • 

x + 2 / 



1 



Z, 



^'^^^x + 2 ^"^ *x+2 

x-l-2 x + 2 

u. s. w. ergiebt, so wird das gesuchte Eliminationsresultat in der 
Form dargestellt werden können 






X4-1 



Unterwerfen wir nun die DiflFerentialgleichungen (2) der weiteren 
Beschränkung, dass zwischen ihren particulären Integralen ^x+i, • • • 
^x+A und deren Ableitungen bis zur resp. n^ — 1*®^, ng — 1*®"*, ••• 
nx — l*®'* Ordnung keine algebraische Beziehung stattfinde, so muss 
die Gleichung (38) nothwendig eine in all diesen Grössen identische 
sein, d. h. es muss 77 für beliebige Werthe dieser Grössen verschwinden. 
Nun ist aber vermöge der angenommenen algebraischen Irreducti- 
bilität der Functionen g), %, • • • wiederum ersichtlich, dass, wenn in 
jenem 77-Producte ein Factor verschwindet, jeder derselben Null 
werden muss, und wenn wir somit willkürliche andere particuläre 
Integrale des Systems von DiflFerentialgleichungen (2) herausgreifen, 
so wird nach schon wiederholt dagewesenen Schlüssen durch die- 
selben auch die Gleichung (37) befriedigt werden; daraus folgt 
aber wieder genau wie oben, dass zu jeder willkürlichen Wahl von 
^x+i; • • • 0x-{-x als Integralen ihrer resp. DiflFerentialgleichungen ein 
Integral der DiflFerentialgleichung (1) gehören wird, welches mit 
den anderen und deren Ableitungen in derselben algebraischen Be- 
ziehung (3) stehen, und worin die Variable x^^ stets wieder durch 
dieselben algebraischen Gleichungen (4) mit den Grössen iCx+i; • • Xx-\-i 
verbunden sein wird; dasselbe gilt für die Integrale der übrigen 
Gleichungen (1), und es mag nur noch bemerkt werden, dass die auf- 
gestellte Bedingung der algebraischen Irreductibilität der Gleichungen 
(2) in Bezug auf den höchsten DiflFerentialquotienten und die An- 
nahme, dass eine Gleichung von der Form (38) nicht bestehen darf, 
also ^x-\.i, ' ' * 0y.+x auch nicht Integrale von algebraischen DiflFerential- 
gleichungen niederer Ordnung als der resp. w, , ng • • • m^^ sein dürfen, 
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von im oben angegebenen Sinne irreductiblen Diflferentialgleiehungen 
erfüllt sein kann. Fassen wir die nunmehr gewonnenen Resultate 
zusammen, so erhalten wir den folgenden Satz: 

//. Besteht zwischen particulären Integralen der beiden Systeme 
von Differentialgleichungen (1) und (2) und den Ableitungen derselben eine 
algebraische Be^iehtfftg, und sind die Differentialgleichungen des zweiten 
Systems nicht nur der Bedingung unterworfen, dass sie in Bezug auf 
den höchsten Differentialquotienten algebraisch irreductibel sind, sondern 
duss auch keine algebraische Relation zwischen den in Betracht Tcommen- 
den particulären Integralen und deren Ableitungen bis zu einer Ordnung 
hin, die um eine Einheit Meiner als die Ordnung der Differential- 
gleichung ist, bestehe, so bleibt die algebraische Beziehung erhalten, tvenn 
man statt der Integrale des Systemes (2) beliebige andere particuläre 
Integrale setzt, vorausgesetzt, dass statt der Integrale des Systemes (1) 
passende Integrale substituirt werden, wobei die unabhängigen Variablen 
beider Systeme durch dieselben algebraischen Gleichungen (4) mit einander 
verbunden bleiben. 

Wir heben den folgenden speciellen Fall hervor, der häufige 
Anwendung finden wird: 

Besteht zwischen dem Integrale irgend einer Differentialgleichung 
und nicht algebraiscJien particulären Integralen eines Systems von Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung, welche in Bezug auf den ersten Differen- 
tialquotienten algebraisch irreductibel sind, irgend eine algebraische Be- 
Ziehung, und findet zunschen den letzteren Integralen nicht schon selbst 
ein algebraischer Zusammenhang statt, so wird die algebraische Beziehung 
erhalten bleiben, wenn man für die Integrale der Differentialgleichungen 
erster Ordnung beliebige particuläre Integrale setzt, wenn man nur für 
das Integral der Differentialgleichung beliebiger Ordnung ein passendes 
particuläres Integral substituirt 

Es ist nicht nöthig, an dieser Stelle auf eine Ausdehnung der 
beiden aufgestellten Sätze von der Erhaltung der algebraischen Be- 
ziehung auf den Fall näher einzugehen, in welchem die Systeme von 
Differentialgleichungen die abhängigen Variabein ^i, • • Zx, Zx-^-i • ' Zx+x 
nicht getrennt enthalten, sondern gleichzeitige totale Differential- 
gleichungen darstellen-, man sieht ohne Schwierigkeit, in welcher 
Weise diese Sätze, die ganz allgemein gelten, zu generalisiren sind, 
und es soll im Folgenden nun eine Reihe von Anwendungen dieser 
Sätze auf verschiedene Fragen der Analysis gegeben werden. 
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§6. 

Algebraische Beziehungen zwischen Abduschen Integralen und 

Functionen, welche ein Additionstheorem besitzen; Beziehungen 

zwischen dem allgemeinen und den particnlären Integralen von 

Differentialgleichungen. ^ * 

Seien die Differentialgleichungen gegeben 

(39) • • • • -^ = 2^1' d^ ~ ^2, • • • -^^ = y^, 

in denen Vi, y^, - ' - yx algebraische Functionen bedeuten, und welche 
nicht algebraisch integrirbar sein sollen, so soll die Frage nach der 
allgemeinsten algebraischen Beziehung zwischen den Integralen dieser 
Differentialgleichungen 

^1 = / yi^^7 ^2 = / y^^^y ' ' • ' zi =J yxdx 

' aufgeworfen werden, welche wir in der irreductibeln algebraischen 
Form 

(40) ••••^i=9(^;^2;^3; •••^^) 

ZU Grunde legen wollen. Nehmen wir an, dass nicht schon z^, ß^y - - - Zi 
in einem algebraischen Zusammenhange stehen — in welchem Falle 
dann diese Relation als zu untersuchende Elementarbeziehung zu 
Grunde gelegt würde — so werden wir nach dem Satze II des 
vorigen Paragraphen für irgend eines der Integrale ^2, ^3, • • • ^2 ein 
beliebiges anderes particuläres Integral der entsprechenden Differen- 
tialgleichung setzen dürfen, wenn nur für z^ ein passendes Integral 
substituirt wird; man erhält somit 

worin ^ eine willkürliche, m eine von ft abhängige Constante be- 
deutet, oder kürzer geschrieben 

(41) Zi= 0{zi) und je?i 4- m = ^ (;8f2 + 1*) 

also 

(42) • • * • ^{ßx-\- ^ = ^{zx) -{• m. 

Da diese Gleichung aber, nachdem z^ herausgefallen, eine alge- 
braische Beziehung zwischen ^2,' ' - Zx ausdrücken würde, welche der 
Annahme nach nicht bestehen sollte, so muss dieselbe identisch er- 
füllt sein, und da für Zx = sich m = O (^) — O (0) ergiebt, so 
folgt 

(43) . . . . 0(;2f^ +.ft) = ^{Zx) + ^(^) — 0(0). 

Wird nun diese Gleichung, die, wie eben hervorgehoben wor- 
den, eine identische sein muss, nach Zx und ft differentiirt, so er- 
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giebt sich ^ 

also 

und man ersieht aus (42), dass 

c {zx + ft) + q = C;2f;i + q + m oder c^ = m, 

also c eine Constante ist, während c^ algebraisch von z.^y * • - Zx-i 
und X abhängt 5 da dasselbe aber für die Beziehung von z^ zu Zx—ij 
Zx—2, • • • ^2 gil*; SO folgt der Satz: 

Die einzig mögliche Form 'einer algebraiscJien Beziehung zwiscJien 
AbeVschen Integralen ist die lineare mit constanten Coefficienten 

Ajy^dx +A^jy2äx + [- Axjyxdx = B, 

worin B eine algebraiscJie Function von x bedeutet*). 

Es folgt hieraus schon, dass, wenn Logarithmen in die alge- 
braische Beziehung eintreten sollen, oder wenn eine algebraische 
Beziehung zwischen AbeTschen Integralen und algebraisch-logarith- 
mischen Functionen statthaben soll, dieselbe, weil die Logarithmen 
seihst als Litegrale algebraischer Functionen dargestellt werden können, 
nothwendig die Form haben muss 

A fvi dx +^A^iy^dX'\- \- Ax j yx dx = 

= «1 log Vi + «2 log ^2 + • • • + Op log Vp + 6, 

worin A^, A^, • • • Axy a^, öfg, • • • Op Constanten und v^, v^, - ^ * Vp^ h 
algebraische Functionen von x bedeuten. 

Wir werfen nunmehr die Frage auf, ob in eine algebraische 
Relation zwischen AbeTschen Integralen auch die ümkehrungs- 
function des Logarithmus, also die Exponentialfunction, deren Ex- 
ponent eine algebraische Function von x ist, eintreten kann**). Werde 
die wieder in irreductibel-algebraischer Form angenommene Be- 
ziehung durch 

^1 == 9> (^? ^2> ^3» • • • ^h oder ^^ = ^(g) 
dargestellt, wenn nur eine Abkürzung von tp bedeutet, und 

5 = 6«- oder — = g-^ 

ist, worin w eine algebraische Function von x bezeichnet, und nimmt 
man wieder an, dass nicht* schon zwischen 0^, ^z, - * * Zx und g eine 



*) Vergl. Oeuvres de H. Abel, tome II. pag. 206. 1881. 
**) Vgl. die Untersuchungen von Liouville über algebraisch-logarithmische 
Integrale. 
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algebraische Beziehung besteht, so folgt, da das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung in £ durch fi&° =^ (i^ dargestellt wird, 
wiederum nach Satz IL 

• (44) ^j + w = O(ii0 oder ^(fig) = 0(t) + ^, 

und da für g = 1 m = ^(ft) — 0(1) sich ergiebt, 

(45) .... 0(^t) = ^(£) + ^(^) - ^(1); 

die Differentiation der in t ^^^ ^ identischen Gleichung liefert 



somit 

W{i) = c oder ;2fi = 0(5) = c log g + Ci = c«<; + Cj , 

worin c wie aus (44) hervorgeht, eine Constante darstellt, d. h. es 
kommt in der oben angenommenen algebraischen Beziehung J selbst 
gar nicht vor, oder es gleit Iceine algebraische Beziehung ztoischen 
Ab eV sehen Integralen ^ in welche eine Exponentialftmction mit alge- 
braiscJiem Exponenten eintritt. 

Diese Frage mag noch etwas weiter gefasst werden; es soll 
untersucht werden, ob zwischen Ab-eTschen Integralen und einer 
analytischen Function, welche ein Additionstheorem besitzt, über- 
haupt eine algebraische Beziehung bestehen könne. Sei w das von 
X algebraisch abhängige Argument der Function v, der ein Additions- 
theorem angehören soll, so genügt dieselbe bekanntlich einer alge- 
braischen Differentialgleichung 

(46)....i^(t;,^) = oder ^ = 9^, 

welche die unabhängige Variable w nicht explicite enthält, und deren 
allgemeines Integral sich in der Form darstellt 

F = ^ («<? + c) , 

oder auch, da die v-Function ein algebraisches Additionstheorem be- 
sitzen sollte, die Beziehung liefert 

(47) .... F = /-(V {w), i, (c)) = f(v, ii) , 

in der f eine algebraische Function und fi eine willkürliche Con- 
stante bedeutet. 

Setzen wir nun die zu untersuchende algebraische Relation 
zwischen Ab einsehen Integralen und der Function v wieder in die 
Form 

(48) ^1 = ^ (v) ; 

so folgt nach Satz II 

(49) . . . . ^1 + m = 0{r)=0[f(v, (t)] == 0(v) + m, - 
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und da diese Gleichung wieder unter der Annahme, dass nicht schon 
zwischen weniger AbeTschen Integralen und der Function v eine 
algebraische Gleichung stattfinden solle, eine identische sein muss, 
so folgt durch Differentiation nach v und {i 

d^[f(v,fi)-] df(v,fjL) d^{v) d^[f(v,(t)] df(v,fi) dm 



und daraus wieder durch Division der beiden Gleichungen 

(51) ^^-^ = X ' -^77 — , 

^ ^ dv dfjv, fi) ' 

worin x eine von v unabhängige Grösse bedeutet; beachtet man aber, 
dass nach (46) und (47) 

df{ v, ft) ^^ , df(v,(i) ^ 
dv . dfi, dV dv d(t 



also 

d f{v , (i) <p [f{v , fi)] d f{v , fi) <p [f{v , fC)] 



dv qpW ' ^f* 9W 

ist, so folgt aus (51) 

d^{v) K 



dv q>{v) ' 

worin K von v unabhängig ist, also 

und es enthält daher jene algebraische Relation die Function v gar 
nicht; es giebt somit keine algebraische Beziehung zwisdien AheVschen 
Integralen und solchen analytischen Functionen, welclie ein Additions- 
tlieorem besitzen. 

Bemerkt man jedoch, dass die eben gemachten Schlüsse wesent- 
lich auf der Existenz der Gleichung (47) beruhten, so wird man auf 
die Frage geführt, ob in eine algebraische Beziehung zwischen 
Aberschen Integralen ein Integral einer Differentialgleichung erster 
Ordnung eintreten darf, für welche sich das allgemeine Integral als 
algebraische Function eines particulären Integrales und einer will- 
kürlichen Constanten ausdrücken lässt, in welche die unabhängige 
Variable nicht explicite eintritt. Bevor wir diese Frage beantworten, 
wollen wir erst die Gestalt aller algebraischen Differentialgleichungen 
erster Ordnung 

ermitteln, für welche, wenn v ein particuläres, V das allgemeine 

Integral bedeutet, 

(53) • . . . F = f{v, (,,) 
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ist, worin f eine algebraische Function und ^ eine willkürliche Con- 
stante ist. 

Zuerst ist unmittelbar ersichtlich, dass, wenn überhaupt für 
eine Dififerentialgleichung erster Ordnung zwischen dem allgemeinen 
Integrale F, einem particulären «;, einer willkürlichen Constanten ft 
und der unabhängigen Variabein w eine algebraische Beziehung 

stattfinden soll, wobei v nicht ein algebraisches Integral sein soll, 
diese Beziehung nach dem Satze I des letzten Paragraphen erhalten 
bleiben muss, wenn man für v ein beliebiges anderes particuläres 
Integral und für V ein passendes Integral derselben Differential- 
gleichung substituirt; wenn dann die Constante ft bei dieser Sub- 
stitution nicht herausfällt, so wird offenbar F, da sein Ausdruck 
noch die willkürliche Constante enthält, wieder das allgemeine Inte- 
gral jener Differentialgleichung sein; besteht somit zwischen dem 
allgemeinen und einem particulären Integrale eine algebraische Be- 
ziehung*), so darf man statt des particulären Integrales ein will- 
kürliches anderes substituiren — vorausgesetzt, dass die Constante 
nicht herausfällt — es bleibt jener algebraische Ausdruck noch das 
allgemeine Integral der Differentialgleichung erster Ordnung. 
. So wird in der Differentialgleichung 

dv 
dw 

mit dem particulären Integrale v = e^ -\- w — 1 das allgemeine 



*) Es lässt sich ohne weitere Schwierigkeit mit Hülfe der Sätze I und II 
des vorigen Paragraphen die Richtigkeit der beiden folgenden Theoreme er- 
kennen : 

Lässt sich in einer algebraischen Differentialgleichtmg m^^ Ordmmg da^ 
allgemeine Integral als algebraische Function der unabhängigen Varidbelnj von 
ft particulären Integralen und m willkürlichen Constanten ausdrücken^ so erhält 
man im Allgemeinen immer wieder einen Ausdruck fü/r das allgemeine Integral 
der vorgelegten Differentialgleichung, wenn man für eines jener particulären 
Integrale, welches nicht schon einer Differenticdgleichwng niederer Ordnung 
als der w'«» angehört, ein beliebiges anderes, für die fi — 1 übrigen eiber be- 
stimmte andere particuläre Integrale eben dieser Differentialgleichung substituirt, 
und als specieller Fall: 

Lässt sich in einer algebraischen Differentialgleichung m*^ Ordnung das 
allgemeine Integral als algebraische Function der unabhängigen Variabein, eines 
particulären Integrales , das nicht schon einer Differentialgleichimg von niederer 
Ordnung als der m^^ Genüge leistet, und m willkürlicher Constanten ausdrücken, 
so erhält man im Allgemeinen wieder einen Ausdruck für das allgemeine Integral 
der vorgelegten Differentialgleichung, wenn man für das particuläre Integral ein 
beliebiges anderes eben dieser Differentialgleichung substituirt. 
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Integral in der Form ausgedrückt sein 

und setzt man statt v das particuläre Integral v^ = fti^"' + ^ — 1 ? 
so wird V in fiv^ — (ft — 1) (w — 1) übergehen, also noch immer 
das allgemeine Integral darstellen; nur wenn statt v das einzige 
algebraische Integral w — 1 substituirt wird, fällt ft heraus, und man 
erhält für V dasselbe particuläre algebraische Integral. 

Um nun die charakteristische Eigenschaft der Gleichung (52) zu 
finden, für welche die Beziehung (53) stattfinden soll, setzen wir 

woraus sich 

^ g ; ^^ 9 (v, w) = q> {f(v, fi), w) 

ergiebt, und da, wenn angenommen wird, dass v nicht eine alge- 
braische Function von w ist, diese Gleichung eine in v und ft identische 
sein muss, so wird die Diflferentiation nach diesen Grössen die Be- 
ziehungen liefern 

df{v, ii) dv ~ dv^ ^^^' ^^ '^ dv dv 

df{v,fi) d(i ~ dvdti ^^^^^)^ 

d(p(f{v, fijy to) 
oder durch Elimination von — ^jz \ ; ^^® ®^^® leichte Rechnung 

ergiebt. 



dv 

worin M eine algebraische Function von w und ^ bedeutet, und 
^>{y, w) von fi frei sein muss; setzt man ft = 0, so folgt 

und somit als nothwendige Form der Differentialgleichung (52), für 
welche die Relation (53) existiren soll, 

worin ^ und % algebraische Functionen bedeuten. Fragen wir nun 
umgekehrt, welchen Differentialgleichungen von dieser Form auch 
wirklich eine algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen und 
einem particulären Integrale entspricht, so kann wegen 
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die Frage auch so gestellt werden: wann hat die Differentialgleichung 

fpip\ dV dv 

^^^^ ^KF) Wi' 

ein allgemeines algebraisches Integral? Ist nun a ein willkürlicher 
constanter Werth, und sei F^^« = (7, so können wir das Integral 
der Gleichung (55) in die Form setzen 

^^ J V(0 J V(0 J *(0 ' 

a a a 

und eliminirt man nun unter der Annahme, dass der Differential- 
gleichung (55) ein algebraisches Integral von der Form der Gleichung 
(53) zukommen soll, aus den hieraus sich ergebenden Gleichungen 

r = fiv,(i) und C = fla,(i) 

die Constante ft, so folgt die algebraische Beziehung 

C^f^iv, V), 

d. h. nach (56), das Integral 



/ 



dt 



^{t) 



besitzt ein algebraisches Additionstheorem. Lassen sich umgekehrt 
zwei gleichartige Integrale dieser Form zu einem solchen vereinigen 
mit algebraischer Relation zwischen den oberen Grenzen, so wird 
jede Differentialgleichung von der Gestalt (54) wegen der daraus 
folgenden Beziehung (55) eine algebraische Beziehung zwischen dem 
allgemeinen und einem particulären Integrale liefern, und wir er- 
halten somit den folgenden Satz: 

Die tiothwendige und hinreichoide Bedingung dafür, dass eine 

Differentialgleichung erste)' Ordnung -^ — = f{v, w) so beschaffen ist, 

dass ihr allgemeines Integral eine algehraiscJie Functioti eines particu- 
lären Integrales und einer willkürlichen Constanten ist, ist die, dass 
f(v, w) = tl^ {v) X (tv), worin x (w?) ^^^^^ willkürliche algebraische Function 
von w und ^(v) eine solche algebraische Function von v bedeutet, dass 

, . ein Differential erster Gattung vom Geschlechte 1 bedeutet. 

Nehmen wir nun an, es bestehe für AbeTsche Integrale und 
dem Integrale einer Differentialgleichung (54), deren Functionen V' (v) 
und x{^) ^^® Q\:)Qn angegebenen Eigenschaften haben sollen, eine 
algebraische Beziehung, so werden für eine solche alle die oben aus 
der Gleichung (47) abgeleiteten Folgerungen gelten, und wir werden 
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also auch zu der Beziehung (51) geführt werden 

-— = X 



dv dfjVy ii)^ 

3(1 



Nun ist aber vermöge der Annahme 



dV dv . dfi 



i/>(F) 'ti>{v) ' ipW ' 

und daher wie oben 

dv tp{v) ' d(i t/>(ft) ' 

woraus 

d^{v) ^ K 

dv i/> iv) 

folgt, worin K von v unabhängig ist, und also 

(bl)--'.g, = 9(v)=^Kj^ + L = Kjx{w)dw + L; 

da w eine algebraische Function von x ist, so stellt / x{w)div wieder 

nur ein AbeTschies Integral dar, ohne dass das Integral v der 
Differentialgleichung (54) selbst in die algebraische Beziehung ein- 
geht, und wir erhalten also den Satz: 

In eine algebraische Beziehung stoischen Abel' sehen Integralen 
kann nie das Integral einer Differentialgleichung erster Ordnung ein- 
gehen, deren allgemeines Integral eine algebraische Function eines par- 
tiaulären Integrales und einer willhürlichen Constanten ist, welche die 
unabMngige Variable nicht explicite enthält. 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass man die 
vorigen Betrachtungen auf die Frage nach den etwa stattfindenden 
algebraischen Beziehungen zwischen AbeTschen Integralen und einer 
durch irgend eine Differentialgleichung definirteu Transcendenten 
ausdehnen kann; sei z. B. v die Lösung einer linearen homogenen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

d^v . jy dv . ^ ^ 



dw^ ' dw 

worin tv eine algebraische Function von x, F und Q rationale Functionen 
von w sein sollen, und werde wieder 

0^ = (v) 

gesetzt, so wird nach Satz II unter der Annahme, dass nicht schon 
zwischen den anderen AbeTschen Integralen ^27 ^3? * * * ^^; ^ ^^^ 

-5 — ein algebraischer Zusammenhang stattfindet, die Beziehung folgen 

^^ -|- m = (fiv) == (t;) + m = (t;) + (fi) — O (1), 
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und somit wieder mit Hülfe bekamiter Schlüsse 

so dass iu der obigen Relation nie v selbst^ sondern nur der Loga- 
rithmus dieser Grosse vorkommen kann, oder auch^ wenn 

gesetzt wird, nur die Quadratur eines Integrales der Differential- 
gleichung erster Ordnung 



dw 



§7. 

Algebraische Beziehungen zwischen Integralen linearer 
Differentialgleichiingen erster Ordnung. 

Nachdem wir im vorigen Paragraphen die allgemeinste Form einer 
algebraischen Beziehung zwischen* AbeTschen Integralen oder zwi- 
schen Integralen der Differentialgleichungen (39) festgestellt, wollen 
wir jetzt nach der allgemeinen Gestalt einer algebraischen Relation 
für Integrale z^ 02> ' ' ' ^^ ^^^ Differentialgleichungen 

/eo\ d^ dz dz 

fragen^ worin Vu y^, - ' - yx irreductible algebraische Functionen be- 
deuten; es bedarf nach dem Früheren keiner weiteren Auseinander- 
setzung, dass unter der Annahme, dass nicht schon zwischen 02) ^39" ^^ 
eine algebraische Beziehung stattfinde, sich für die Relation 

die Bedingungen ergeben 

$ (^? 3) ^ (ji) 
(59) . . . . m^i = 0(mi) = m0(zx) = ^^^ — , 

woraus durch Differentiation nach 0x und ^ 

folgt, worin ci von Zx unabhängig, also durch Integration 

und es wird cx vermöge der Functionalgleichung (59) oder der Be- 
ziehung 

ax(ii0x) ^ = max0^ 

eine Constante sein müssen; man schliesst leicht, indem man auf die 
anderen Integrale 027 Hj' ' * übergeht, dass die allgemeinste algdyraische 
Beziehung zmschen particulären Integralen der homogenen linearen 
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Differmtialgleichufigefi erster Ordnung (58) die Gestalt hat 

(60) ....44* . . ' ^1^ = Ä, 

worin Ä eine algebraische Fmiction von x und c^, Cg, • • • ci rationale 
Constanten sein müssen. Dass in der That derartige Beziehungen 
zwischen particulären Integralen derselben Differentialgleichung für 
verschiedene algebraisch von einander abhängige Argumente existiren, 
werden wir später bei der Besprechung des verallgemeinerten AbeT- 
schen Theorems sehen. 

Werfen wir endlich noch die Frage nach der Form der all- 
gemeinsten algebraischen Beziehung zwischen Integralen des Systems 
von linearen 'DiflFerentialgleichungen erster Ordnung auf 
//ji\ ^^ I - dz . dz . 

(^^) •••• dS" +^2/1 = ^1^ d^ + ^2/2 = ^2, ••• -^ + ^y^ = ^x, 

und bezeichnen diese Relation durch 

(A) q>(0i, ^2> ••• ^i) = 0] . 

da nun allgemein 

(62) . . . . ^. = c,e-^'-'''+ e'^^'-'''' Ce^'-'"' 7i,dx = c.g. + Z, 
ist, worin gx und Zx als Integrale der Differentialgleichungen 

(63)....4- + f-y- = und ^ + Z,y, = ri, 
dl oc dx 

aufgefasst werden können, und die algebraische Beziehung (A) in 
eine algebraische Beziehung zwischen 

' Citi + Z,, c^t, •}- Z^, ' " cxti + Zx 

übergeht, so wollen wir jene Beziehung jetzt gleich in der all- 
gemeineren Form 

(64)....9)(g„ &,,•••&, ^1, Zg, ....Z,) = 
zu Grunde legen. Nehmen wir an, dass in der Gleichung (64) 
mindestens zwei Z vorkommen — wozu wir für das System (61) 
wenigstens berechtigt sind, da 0^, z^, • • • zx nicht algebraische 
Functionen sein sollten*) — und setzen die algebraische Beziehung 

(64) in die Form 

(65) ....Zi = 0(Z^), 

so wird nach Satz II des vorigen Paragraphen, wenn wir- annehmen, 
dass nicht schon zwischen g^, Jg» • • • • ixy Z^^ Z3, • • • . Zx eine 
algebraische Beziehung stattfinde — indem wir diejenige alge- 
braische Beziehung der Untersuchung zu Grunde legen, welche 

*) Die Annahme, dass ein J*^ eine algebraische Function ist, zieht offenbar 
nach sich, dass das entsprechende Z^ das Product aus einer algebraischen 
Function in ein AbeTsches Integral ist. 
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ti9 tif — fc ™*^ ^^r kleinsten Zahl der Z verbindet — , 

(66) Z,+ mt, = 0{Zz+iiti) = 0{Z,)-^mt, = 0{Zj[)+^{liti)-^{O) 

sein^ uod somit ^ wie unmittelbar za sehen, 

Z^=^0(Zi) = aZi + b, 
worin a nach (66) durch den Ausdruck 

gegeben ist, in dem x constant, und & von Zi und ^i unabhängig 
ist; schliesst man so weiter, so ergiebt sich die gesuchte algebraische 
Relation in der Form 

(67) ^1 "1^ + ^ "^ ^ ^" *^ X" "" ^' 

worin x^, x^, • • • xi Constanten und V eine algebraische Function 
von fi, £2? *'• & ^®^^ wird. Da aber die Existenz einer Relation 
zwischen Z^^ • • • Zx, Ji? • • • & ausgeschlossen war, so dürfen wir 
wieder nach Satz II in (67) ftg^ statt %^ und Z^ -{- m^^ statt Z^ 
setzen, und es müsste diese Beziehung unverändert bleiben; es er- 
giebt sich aber dann 

worin U^ aus U hervorgeht, wenn Jj durch ftg^ ersetzt wird, und 
aus (67) und (68) würde wiederum folgen, dass 

d. h. es wäre schon Z^ algebraisch ausdrückbar durch ^^^ £2; • * * &> 
was gegen die Annahme war — es giebt somit keine Elementar- 
beziehung zwischen den g und Zy in welcher mindestens zwei der 
iT-Grössen vorkommen. 

Untersuchen wir nun Beziehungen zwischen einer Z- Grösse, 
z. B. Z^ und V g-Grössen, nehmen aber jetzt wieder an, dass nicht 
schon zwischen Z^ und weniger als v dieser Jl-örössen eine alge- 
braische Beziehung stattfinden soll, wobei ausserdem fürs erste 
v>2 sein soll; setzt man diese Beziehung in die Form 

(69)....g,. = ®(y, 

SO wird sich wiederum nach Satz II und mit Hülfe der für die 
Gleichung (59) gemachten Schlüsse 

ergeben, worin V eine algebraische Function von Z^ und x ist, 
während a^, «j, • • • «y rationale Zahlen bedeuten; da aber andererseits 
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auch zwischen den v ^-Grössen keine algebraische Relation bestehen 
soll, weil sonst schon zwischen Z und weniger als v g-Grössen auch 
ein algebraischer Zusammenhang existirte, so darf man in (70) J;^^ 
durch fcg^^ und Z^ durch JZ^-j-m^i ersetzen und erhielte 

(7i)-----f*"'r;X--- C=^i' 

worin F^ aus V erhalten wird, wenn Z^ durch Z^'\- m^^ ersetzt wird, 

und somit 

(72) .... V^=^^^V, 

welche Gleichung eine Beziehung zwischen Z^ und g^ fixiren würde, 
welche ofiPenbar nicht identisch sein kann; wir sehen somit, dass eine 
Elementarbeziehung zwischen Z^ und einigen der g- Functionen nur 
eine dieser letzteren Functionen enthalten kann. Sei diese Beziehung 

(73)....Zi=0(g,), 

so folgt, da immer angenommen wird, dass die Integrale der in Rede 
stehenden Differentialgleichungen nicht algebraisch sind, 

und da diese Gleichung keine identische sein kanu, da f^ nur in dem 
Ausdrucke mt,^ enthalten ist, so ist t^ eine algebraische Function 
von gl, und es geht (73) über in 

(74) .■■■Z,= W{t,); 
aber hieraus folgt wieder 

Z, + mt, = ?P(f*§J - 3^(50 + mt„ 
oder wie leicht zu sehen, da diese Gleichung identisch sein muss, 
¥*" (gl) = const., und daher 

worin a eine Constante und 6 eine algebraische Function von x ist; 
wir finden somit, dass die einzig mögliche Elementarheziehung zwischen 
Integralen der Systeme (63) in der Form enthalten ist 

-Zx = a^t gx + hxy 

worin a^ eine Constante, 6x eine algebraische Function von x ist. 
In der That besteht zwischen den Integralen 

g = e-« und Z=C^+ x—1 

der Differentialgleichungen ^ 

-^ + g = und ^ + Z=x 
dx [ ' dx ' 

.die Beziehung i 

Z=t + x—l. 



62 § 7* Algebraisclie BeziehuDgen zwischen Integralen etc. 

Bevor wir dieses Kapitel schliessen, welches die Aufstellung der 
Sätze I und II zum Gegenstande hatte, wollen wir zum Beweise 
eben dieser Sätze noch eine Bemerkung hinzufügen. Sei 

F{x, ^1, ^2; ••• ^;i) = 

eine algebraische Relation zwischen particulären Integralen algebraischer 
Differentialgleichungen, so ist unmittelbar klar, dass, wenn man die 
Variable x solche Umläufe machen lassen kann, dass z. B. das Inte- 
gral z^ in ein anderes particuläres Integral z^ der die Grösse z^ de- 
finirenden Differentialgleichung übergeht, weil dann auch ^2^ z^, * - • Zx 
nur in dieselben oder andere particuläre Integrale der resp. Differen- 
tialgleichungen übergehen können, dieselbe algebraische Beziehung 
zwischen den neuen particulären Integralen 

bestehen wird; insofern man also durch geschlossene Umläufe ein 
particuläres Integral in ein anderes übergehen lassen kann, würden 
die oben bewiesenen Sätze von der Erhaltung der algebraischen Re- 
lation unmittelbar ersichtlich sein; dass dies jedoch im allgemeinen 
nicht der Fall ist, bedarf keiner weiteren Erläuterung — so hat z. B. 
die Differentialgleichung 

dx^ \dx) dx 

das allgemeine Integral 



X 



ce 



= qe 



worin c und q willkürliche Constanten bedeuten, und da alle Integrale 
eindeutig sind, so kann man durch geschlossene Umläufe des x nicht 
von einem particulären Integrale zum anderen übergehen, trotzdem 
wird aber unter den oben angegebenen Bedingungen eine algebraische 
Beziehung für ein neues System particulärer Integrale auch solcher 
Differentialgleichungen erhalten bleiben. Wären Z^j 0^7 ' ' ' ^^ Lösungen 
irreductibler algebraischer Gleichungen, für welche ebenfalls der Satz 
von der Erhaltung des algebraischen Zusammenhanges besteht, so 
liesse sich dieser Satz unmittelbar aus der Ueberlegung herleiten, 
dass man von irgend eifier Lösung einer irreductiblen algebraischen 
Gleichung zu jeder derselben gelangen kann, wenn man x geschlossene 
Umläufe beschreiben lässt; aber man kann nicht immer, wie eben 
hervorgehoben worden, bei Differentialgleichungen, selbst nicht bei 
irreductibeln , durch geschlossene Umläufe von einem particulären 
Integrale zu einem anderen gelangen — so kennen wir z. B. homogene 
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die zwei überall 
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eindeutige Integrale besitzen, welche nicht als Integrale algebraischer 
DiflFerentialgleichungen erster Ordnung darstellbar sind*). 



*) Es mag dieser Punkt mit einigen Worten erläutert werden: Seien zwei 
particuläre Fundamentalintegrale einer linearen homogenen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten t/j und y^, und mag y^ bei der 
Umkreisung eines singulären Punktes der Coefficienten in at/i + &2/2 über- 
gehen, so kann man 2/1 und ay^ + ^2/2 ^ Allgemeinen als zwei Fundamental- 
integrale betrachten, da die homogene Beziehung my^ + ^ (0^2/1 + ^2/2) = ^ ^^^ 
für 2) :=? bestehen kann, und wir sehen somit > dass, wenn in einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung ein particuläres Integral existirt, das nicht 
bei einem Umlauf um einen singulären Punkt in sich selbst mit einem constanten 
Factor versehen übergeht, dann stets zwei particuläre Fundamentalintegrale vor- 
handen sind, von denen das eine bei einer Umkreisung in das andere übergeht, 
wie dies bei irreductibeln algebraischen Gleichungen der Fall ist. Geht nun 2/1 
in ay^ über und y^ ebenso in Äy^, so wird man im Allgemeinen Xjt/i + «2^2 
und axi2/i + ^i«a3/2, von denen das erste bei einer Umkreisung in das. zweite 
übergeht, als Fundamentalintegrale betrachten dürfen, da m («ij/i + «22/2) + 
n (ani 2/1 + -^*2 2/2) = ^ ^i® Bedingung a = -4 nach sich zieht, und wir sehen also, 
dciss nur dann nicht zwei Fundamentalintegrale existiren, von denen das eine bei 
einer ürnkreisung eines singulären JPwnktes in das andere übergeht, wenn y^ und y^ 
in dasselbe Vielfa,che ihrer resp. Werthe durch eine Umkreisung übergeführt 
werden, was z. B. der Fall ist, wenn die Differentialgleichung zwei eindeutige 
Integrale besitzt. In diesem Falle mnss aber die Fuchs 'sehe Fundamental- 
gleichung zwei nur um eine ganze Zahl verschiedene Lösungen r und r^ besitzen, 
und ihre Integrale werden dann bekanntlich in der Umgebung des singulären 
Punktes die Form haben 

2/1 = (a? — «r^ii und 2^2 = (a; — af' { qPia + (p^^ log (a; — a) } , 

worin ^^j, 9^2 ? ^22 eindeutige, nach positiven und negativen ganzen Potenzen 
von X — a fortschreitende, in a; = a von Null verschiedene Reiben vorstellen 
und gjja = Cqpn ist; da nun bei einer Umkreisung von a 

y^ in c^''"'* 2/1, y, in c^'"^'**(a;— a)'"^ {^12 + 922 log («? — «) + 2«t>22} =^ 

— c^'*''* 2/2 + 2«i(7e*''** 2/1 {X - a)'-^-'- 
übergeht, so muss 'der Annahme gemäss 922 ^= ^ ^^^^ i ^^ dass 

2/1 = (« — «r qPii^ 2/2 =» (^ — «f' qPi2 

wird, und diese Form müssten die Fundamentalintegrale um jeden singulären 
Punkt herum haben, wenn nicht solche particuläre Integrale ezistiren sollen, 
welche bei der Umkreisung eines kritischen Punktes in einander übergehen, was 
wir aber auch , wie mit Hülfe der Substitution y =^ {x — ay z unmittelbar er- 
sichtlich ist, so ausdrücken können, dass die aus der Differentialgleichung 

, 2 -f P -j^ -\- Qy = transformirte Gleichung 

CLX CbX . 

d^z ^ / 2r i tÄ dz , /r(r--l) , Pr , ^^ 



dx' 



+(^^+^)Ä+(^,^+^^+«) 



in der Umgebung von a eindeutige Fundamentalintegrale haben müsse. Dass 
aber die Differentialgleichung zweiter Ordnung in y dann noch nicht etwa re- 



64 § 8. Untersuchungen über das erweiterte Abersche Theorem etc. 

Drittes Kapitel. 

Erweiterung des AbeTschen Theorems auf Integrale von 

Düferentialgleicbangen. 

§8. 

Untersuchungen über das erweiterte Abel'selie Theorem für das 
Geschlecht p = 1; weitere Sätze über den Zusammenhang des all- 
gemeinen Integrales mit den partioulären einer Differentialgleichung 

erster Ordnung. 

Wir wollen im Folgenden einige Anwendungen der oben ent- 
wickelten Prineipien und Sätze behandeln, welche Verallgemeinerungen 
wichtiger Sätze der Integralrechnung zum Gegenstande haben. 

Das AbeTsche Theorem liefert bekanntlich für die Summe einer 
beliebigen Anzahl gleichartiger AbeTscher Integrale stets, von einer 
algebraisch'logarithmischen Function abgesehen, die Summe einer 
festen Anzahl derselben AbeTschen Integrale, deren Zahl durch das 
Geschlecht p der algebraischen Function unter dem Integral bestimmt 
ist, und deren Grenzen die Lösungen einer algebraischen Gleichung 
pten Gracles liefern, deren Coefficienten rationale Functionen der Grenzen 
der gegebenen Integrale und der zu ihnen gehörigen Irrationalitäten 
sind, während die diesen Lösungen zugehörigen Irrationalitäten durch 
eben diese mit Hülfe der vorher bezeichneten Grössen rational aus- 
drückbar sind, — dass diese Relation zwischen den Integralen eine 
additive mit constanten Coefficienten sein muss, folgt aus dem oben 
bewiesenen allgemeinen Satze, dass zwischen AbeTschen Integralen 
überhaupt nur additive Beziehungen dieser Art stattfinden können, ein 
Satz, der die Grundlage für die Transformationstheorie der AbeTschen 
Integrale und Functionen bildet. Es soll nunmehr die Frage auf- 
geworfen werden, ob es ähnliche Theoreme für beliebige DiflFerential- 



ductibel sein muss, geht daraus hervor, dass, wie früher gezeigt worden, für den 
Fall, dass nicht die beiden Fundamentalintegrale in algebraischer Beziehung zu 
einander stehen, die Voraussetzung der Reductibiiität der Differentialgleichung 
erfordert, dass ein Integral derselben der homogenen linearen Differentialgleichung 

-p- + yf(^) *= genügt; nun geht freilich y =s e ^ , da /*(a;) eine ra- 

tionale Function ist, bei einer Umkreisung eines singulären Punktes dieser 
Function in sich selbst mit einem constanten Factor versehen über, aber nicht 
alle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welchen die oben angegebene 
Eigenschaft der Fundamentalintegrale zukommt, haben Integrale dieser Form, 
sind also reductibel. 
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gl^ichungen giebt, wie es das Abersche Theorem für die Dififerential- 

gleichung 

dz 

liefert, in welcher y eine algebraische Function von x bedeutet, oder, 
praeciser ausgedrückt, ob man die Gestalt und Eigenschaft von alge- 
braischen Beziehungen angeben kann, welche für ein bestimmtes parti- 
cidäres Integral irgend einer Differentialgleichung zwischen den Werihen 
desselben für algebraisch unter einander zusammenhängende Werthe der 
unabhängigen Variahein stattfinden. 

Gehen wir von der homogenen linearen Differentialgleichung 

Wdz 
• • • • d^ = ««/ 

aus, in welcher y eine algebraische Function von x bedeutet, so folgt 
aus dem in § 7 bewiesenen Theorem, wenn wir die Gleichungen (58) 
in eine Gleichung zusammenfallen lassen, und die abhängigen ^-Werthe 
durch die unabhängigen ausdrücken, dass die allgemeinste algebraische 
Beziehung zwischen den Werthen eines bestimmten particulären Inte- 
grales dieser Differentialgleichung für unter einander in algebraischer 
Beziehung stehende Werthe der Variabein die Gestalt hat 

^1 ^2 ^m ^y 

■ 

worin a|, o^, • • • a^ rationale Constanten, und u eine algebraische 
Function bedeutet. Umgekehrt besteht aber auch in der That, weil, 
wenn 

5i = jydx, ti = jydx, . . . g^ = / ydXj Zi = iydx, " Zp = jydx 

gesetzt wird, nach dem Aberschen Theorem — wenn die Integrale 
z. B. erster Gattung sind — die Beziehung statthat 

worin li; S2, • • • !;> von x^^ x^^ - * * x^t in bekannter Weise abhängen, 
wegen 

Zi = c^' , z^ = e^», ' - ' z^ = e^/*, z^ == e^', - • - Zp= e^v 
die Relation 

(2) . . r . z^z^ . . . ^^,^;"' z';'^ • • • '^p"''= ^y 

welche unter der Beschränkung, die für y durch die Annahme von 
Integralen erster Gattung gemacht worden, rfo« erweiterte Ab eV sehe 
Theorem für die Differentialgleichung (1) bildet Für den Fall, dass 

Jydx ein allgemeines AbeTsches Integral darstellt, hat das Additions- 
theorem der Integrale bekanntlich die Form 

Eönigsberger, Dififerentialgleich. 5 
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«I «1 */< ^1 ^p 






j ydx +• / 2/rf^ + ••• + / y^^ = / 2/^^ +••• + / y^' 

+ M + ^1 log «;i + ^2 log «^2 H 1- -^R log i;^, 

worin tiy Vi, t?2? • • • ^(» rationale Functionen von x^j %, • • • rr^^ und 
der zu diesen Grenzen gehörigen Irrationalitäten sind, und man er- 
hält somit als allgemeines Äbel'sches Theorem für ein particuläres 
Integral der Dififerentialgleichung (1) die Form 

(3) z^z^ • • • Zf.z^"^ ' • • z'^"^ = vf' vf^ '" v^Q e", 

wodurch im Allgemeinen nicht mehr eine algebraische Belation re- 
präsentirt wird. 

Wir sehen somit, dass der im zweiten Kapitel bewiesene allgemeine 
Satz von der Erhaltung der algebraischen Relation zwischen Inte- 
gralen verschiedener DiflFerentialgleichungen, welcher zugleich ein Mittel 
zur Erforschung der Form jener Relation lieferte, für den Fall, dass 
alle Differentialgleichungen in eine zusammenfallen, zugleich ein Mittel 
bieten wird, um für den Fall, dass ein particuläres Integral einer 
beliebigen Differentialgleichung ein erweitertes AbeTsches Theorem 
besitzt, die Form desselben festzustellen. 

Für den Fall, dass das Geschlecht der algebraischen Function y 
gleich 1 ist, würde die Gleichung (2) 'die Gestalt annehmen 

(4) ••••^i' = ^i^2; 
worin li und y^^ rationale Fimctionen von x^, X2, yx^, J/«» sind. Fragen 
wir jetzt allgemein nach denjenigen Differentialgleichungen, für welche 
ein particuläres Integral z die Eigenschaft hat, dass zwischen zweien 
seiner Werthe z^ und Z2 für die unabhängigen Variabein x^ und x^ 
und • seinem Werthe Z für die Variable X, welche mit x^ und X2 
durch die algebraische Gleichung 

(5) .... X=q){x^, X2) 

verbunden ist, eine algebraische Relation 

(6) . • . ■ Z = fie,, z,) 

bestehe, in welche, wie oben in (4), die unabhängigen Variabein 

selbst nicht eintreten. 

Differentiirt man die Gleichung (6) nach x^ und x^, so folgt 

dZ dX ^ df(Zi,z ^) dz^ dZ dX ^ dfjz^ , z^) J^^ 
dX dxi dZi dx^ ' dX dx^ dz^ dx^ ' 

dZ 
und durch Elimination von -r^ 

/,jN d fjz^, z^) dZi dX ^ df{z^, z^) dz^ dX 

\ ' ' ' dz^ dxi dx.2 dz^ dx^ dx^ ' 

setzt man hierin x^ und z^ gleich numerischen Constanten, so folgt, 



I 
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dfiz z ) dfiz z ) 

dass, weil V ' und V^- algebraische Functionen von iSy^ 

und z^ sind, z^ als Function von x^ aufgefasst einer algebraischen 
Differentialgleichung erster Ordnung genügen muss. Wir können somit 
schon hieraus schliessen, dass irreductihle algebraische Differential- 
gleichungen von einer höheren Ordnung als der ersten ein durch die 
Gleichung (6) dargestelltes ÄbeVsches Theorem nickt besitzen können. 

Fragen wir jetzt, welche DiflFerentialgleichungen erster Ordnung mit 
der Gleichung (6) vereinbar sind; sei eine solche DifiPerentialgleichung 

und das betrachtete particuläre Integral ein nicht algebraisches, so 
wird sich wegen 

(9)....-|| = i^(X.Z) und || = |f|f 
die Gleichung 

^ ^ dx^ ^ ' ^ dx^ dz^ dx^ 



'2 «^*'2 



ergeben, und somit nach (6) und vermöge der Beziehung 

dz^ 
dXc 



in).^..^ = F(x„g,) 



auch 

dx^ 



(12) .... ^'^p^ F(x„ 0,) = F{X, f(g„ z,)) 



Da diese letzte Gleichung eine algebraische Gleichung in 0j^ und 0^ 
vorstellt, diese Grössen jedoch von einander unabhängig sind, so 
wird dieselbe eine in ihnen identische sein müssen, und wenn man 
daher für ^^ irgend ein anderes particuläres Integral 02 ^^^ ^^^ ^^" 
junction von X irreductibel gemachten Gleichung (11) substituirt, ferner 
eine Grösse Z' aus der Gleichung Z' = f{0^y z^) herleitet, so wird 
oflEenbar die Gleichung (12) in die der Gleichung (10) analoge 

dZ' dz^ ____ dZ' ^ ,^ y,. dX 

dz^' dx^ dx2 ^ ? ^ dx^ ' 

oder in 

45- = Fix, Z') 

übergehen, d. h. Z' ist noch ein Integral der Gleichung (9). Setzt 
man somit in (6) statt z^ ^^^ allgemeine Integral der mit Adjunction 
von X irreductibel gemachten Gleichung 

dz 



dxc 



=^F{X2, 0), 



so enthält dieses eine willkürliche Constante, kann also für ein festes, 

aber beliebiges a^g noch alle Wcrthe annehmen und somit als 

5* 
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willkürliche Constante C betrachtet werden; da aber Z aus Gleichung (6) 
immer ein Integral von (9) bleibt, so wird, da die willkürliche Con- 
stante C in dem Ausdrucke dieses Integrales 

(13) ....Z = /•(«„' C) 

enthalten ist, diese Form das allgemeine Integral jener DiflFerential- 
gleichung darstellen; bezeichnet man nun einen bestimmten Werth 
von C mit Cq und das zugehörige particuläre Integral von (9) durch 

(14)....Zo==/-(^„C<,), 

so erhält man durch Elimination von 0^ zwischen (13) und (14) 

(15)--..Z=V'(2o, C), 

d. h. es ist das allgemeine Integral jener Differentialgleichung (9) eine 
algebraische Function eines particulären und einer willkürlichen Con- 
stanten, in welche die unabhängige Variable X nicht explidte eintritt. 
Wenn aber eine DiflFerentialgleichung erster Ordnung diese Eigen- 
schaft besitzt, so muss dieselbe, wie in § 6 gezeigt worden, die Form 
habeii 

(16)....||- = A(X)^(Z), 

worin A (X) eine willkürliche algebraische Function von x, und fc {Z) 
eine solche algebraische Function von Z ist, dass ihr Geschlecht 1 

ist und — -^yT- ein Differential erster Gattung vorstellt, d. h. zwei 

solche Differentialausdrücke sich so zu einem gleichartigen Differen- 
tiale vereinigen lassen, dass die Variablen in einem algebraischen 
Zusammenhange stehen — und diese Bedingung war auch hinreichend. 
Es müssen somit all' die gesuchten Differentialgleichungen erster 
Ordnung von der Form sein 

aber nicht umgekehrt wird jede Differentialgleichung dieser Form 
die Eigenschaft haben, dass es, wenn x^ und x^ zwei willkürliche 
Argumente, ^^ und ^2 ^^^ ^u diesen gehörigen Werthe eines parti- 
culären Integrales der Differentialgleichung bedeuten, ein Argument x^ 
giebt, welches von x^ und ÄJg algebraisch so abhängig ist, dass der 
dazu gehörige Werth z^ desselben particulären Integrales mit 0^ und 
0^ ebenfalls in einem algebraischen Zusammenhange steht; bemerkt 
man jedoch, dass, wenn man x als Function von auffässt, für diese 
Function dieselbe Eigenschaft gefordert wird, wie vorher von z als 
Function von x, so folgt, dass die Differentialgleichung auch die 
Form haben muss 
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worin ^ (^) = -^ , M(^) = ^ undj-^^==jl(a;)c?a;ein 

Integral erster Gattung vom Geschlechte 1 sein muss; setzt man nun- 
mehr 

dz dz 

also 

so ergiebt sich der gemachten Annahme zufolge 

■ 'Mj-^ih-'^TW' H^i)äx,+ lix,)dx,==l(x,)dx,, 

worin 0^ algebraisch von iSj^ und ^2, x^ algebraisch von x^ und x^ ab- 
hängt, und da nach (19) wieder 

-^ = A(a?3)/t(^3) 

ist, so folgt, dass eine algebraische Differentialgleichung dann und nur 
dann ein erweitertes Abel'sches Theorem von der Form besitzt, dass die 
Werthe eines particulären Integrales für zwei beliebige Werthe der 
Variahein in einem von den Variäbeln freien algebraischen Zusammen- 
hange stehen mit dem Werthe desselben particulären Integrales für einen 
Werth der Variäbeln, der algebraisch von jenen ersten Werthen ab- 
hängt, — wenn jenes Integral, das selbst nicht algebraisch sein soll, 
einer Differentialgleichung erster Ordnung von der Form genügt 

' -|^ = A(a?)ft(^), 

in welcher l{x) und 11(0) algebraische Functionen von der Beschaffen- 
heit sind, dass 

— ^r— und A (x) dx 

mm Geschlechte 1 gehörige Differentialien erster Gattung sind. 

So wird z. B. für die den obigen Bedingungen genügende Diflferen- 
tialgleichung 

dx ^ X 

das particuläre Integral 

= sin log X 

das AbeTsche Theorem in der Form liefern 



^s^^iVl — 0^^ + 0^Vl--0i^, 
wenn 



ist. 



Xq — Xi X2 



70 § 8. Untersuchungen über das erweiterte AbeFsche Theorem etc. 

Ich füge hier noch eine Eigenschaft der durch die DiflFerential- 

gleichung (17) definirten Functionen hinzu; da die Diflferentialien 

dz 
—jY und k{x)dx erster Gattung vom Geschlechte 1 sein sollten^ so 

wird man 'die Differentialgleichung auf die Form 

bringen können, aus welcher mit Zuordnung von < = 0, u = 



[ r dt _ 

[j i/{i-r«r(i-H^0 ' \ 



11 = smam 

folgt; nun bleibt u unverändert, wenn das Argument um die zum' 
Integralmodul c gehörigen Periodicitätsmodulu cd und cd' vermehrt 
wird, und man hat daher, wenn 

/• dt 11'/* dt 

I - - + mO + nCJ = I - -:=::z -_ - , 

J y{i-t^{i-iiH'^ "^ J v(i-oci-K^o 



oder 

t = sinam (v, k) also r = sinam {v + mo + **ß>'> ^) 
und 

sinam (mw + '^^\ k) == A 
gesetzt wird, 

_ t >/(l — ^'0 (1 — "^^Ä2) + A |/(1 — t'') (1 — TiH^) 



1 — xM^^* ' 

es ergiebt sich somit für u als Function von t die durch die nach- 
folgende Gleichung ausgedrückte Eigenschaft: 

während die oben erwähnte Function sin log t die analoge Gleichung 

sin log {(^^^t) = sin log t*) 

liefert, wenn x eine ganze Zahl bedeutet. 

Wir haben bisher von einem AbeT sehen Theorem mit der Zahl 
j) = 1 in dem Sinne gesprochen, dass in die Beziehung (6) 

'^) Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass eine Functional- 
beziehung von der Form /*(^0 = f^)> ^iö si© oben für die sin log- Function 
besteht, nicht etwa die Existenz eines AbeTschen Theorems von der oben an- 
gegebenen Gestalt nach sich zieht, wie ja schon daraus ersichtlich ist, dass 
lineare Differentialgleichungen die Eigenschaft haben, dass ein Fundamental- 
integral bei der Umkreisung eines singulären Punktes in den |Ur-fachen Werth 
übergeht, so dass, wenn die UmkehrungsAinction des particulären Integrales 
z == (p (x) mit X ^^ f{z) bezeichnet wird, ({i^iz) = f{z) sich ergiebt, und doch 
haben, wie oben gezeigt worden ist, irreductible Differentialgleichungen höherer 
Ordnung als der ersten kein AbeTsches Theorem von dieser Art. 
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die unabhängigen Yariabeln nicht eintreten sollen ^ doch sieht man 
leicht; dass es auch andere algebraische Beziehungen für das Integral 
einer Differentialgleichung giebt, für welche ebenfalls noch p= 1 ist. 
Sei z. B. y eine algebraische Function von Xy so wird die lineare 
Differentialgleichung erster Ordnung 

deren allgemeines Integral die Form hat 

die Eigenschaft besitzen, dass^ wenn x^, X2, ' - * Xi beliebige Argumente, 
X^y X2, ' • • Xp p andere in bestimmter Weise von jenen algebraisch 
abhängige bedeuten, und ^1, ^2; ' * * ^^; ^u ^27' ' ' ^p ^^^ entsprechen- 
den Werthe irgend eines der particulären Integrale darstellen , 

f + ^ + --- + -J-=#- + ^ + -- • + #- + <? 

ist, wenn j — dx ein AbeTsches Integral erster Gattung ist, und 
wenn somit das Geschlecht der algebraischen Function 1 ist, 

(22)....-5- = — + — + c, 

also ein Theorem der bezeichneten Art, in welches die unabhängigen 
Variabein selbst eintreten. Es braucht kaum hervorgehoben zu 
werden, dass ein ähnliches Theorem für jede lineare Differential- 
gleichung erster Ordnung von "der Form gilt: 

dz d log y. 

in welcher y^ eine algebraische Function von x bedeutet. Sind die 
für die obige Differentialgleichung in Frage kommenden AbeTschen 
Integrale '»nicht erster Gattung, so treten nur noch algebraisch- 
logarithmische Theile hinzu. 

Endlich mag noch hervorgehoben werden, dass ein AbeTsches 
Theorem dieser Form nicht auf Differentialgleichungen erster Ordnung 
beschränkt ist; denn sei z. B. die Differentialgleichung 

vorgelegt, deren allgemeines Integral 

z =» X i —, 4 arc sin ic^ + ca; + c. 

J 1/1-^* ^ -r -r 1 

ist, so ist unmittelbar zu sehen, dass das zugehörige AbePsche 
Theorem die Form hat 

z^ . z^ Z . arc sin x^ ' . arc sin x^^ , . arc sin X* 1 ^ /^ ^ Y^ 
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worin (p eine lineare gebrochene Function der Argumente vorstellt, und 



X= a?i Vl — x^^ + x^Vl — Xi'' 

1 -j- ÄJj x^ _^ 

ist; die arc' sin -Functionen treten hier wie die Logarithmen beim 
AbeTschen Theorem für AbeTsche Integrale dritter Gattung auf. 

Gehen wir also wieder zur allgemeinen Untersuchung zurück 

und erörtern nunmehr die Frage, für welche Differentialgleichungen 

ein particuläres Integral die Eigenschaft hat, dass zwischen zweien 

seiner Werthe 0^ und ^2 f^^ ^^^ unabhängigen Variabein x^ und X2 

und seinem Werthe Z für die Variable X, welche mit x^ und X2 

durch die Gleichung 

(23) X=q)(Xi, X2) 

verbunden ist, eine algebraische Relation 

(24) .... Z=f{z^,02, ^i;^2) 

bestehe. Die Differentiation von (24) nach x^ und X2 liefert 
dZ dX ^ _d£^ . Jf_ dz, dZ dX^ ^ df_ . df dz^ 



dX dxi dxi "^ dz, dx, ' dX dx^' dx^ ^^ dz.^ dx^ ' 

dZ 



und die Elimination von 



dX 

df. dz^\ dX 



(IL 4. M. ifL.^ M. = (IL 4. IL ^h\ 

\dx, ' dz, dx,) dx^ Kdx^ ' dz^ dx^ J dx, ^ 

woraus sich wieder, wenn X2 und 02 ^^ Parameter betrachtet wer- 
den, folgern läsfst, dass z^ als Function von x^ aufgefasst, einer 
Differentialgleichung erster Ordnung genügen muss, und somit irre- 
ductible Differentialgleichungen von einer höheren Ordnung als der 
ersten ein durch die Gleichung (24) dargestelltes AbeVsches Theorem 
nicht "besitzen können. VerfiLhrt man mit einer solchen Differential- 
gleichung erster Ordnung genau wie mit Gleichung (8) geschehen, 
so ergeben sich statt der Gleichungen (13) und (14) für ein be- 
liebiges, aber festgewähltes X2 die Beziehungen 

Z = f{0u G, x^) und -Zo = A^i; C;)» ^1); 

aus denen durch Zusammenstellung mit (23) x^ und Z-^ eliminirt werden 
können, und es folgt somit 

{2b)'---Z=rl,{Z^,X,G), 

d. h. 65 wird das allgemeine Integral jener Differentialgleichung eine 
algebraische Function eines particulären und einer willkürlichen Con- 
stanten sein, in welcher die unabhängige Variable im Allgemeinen auch 
explicite enthalten ist 
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So besteht für die oben behandelte Differentialgleichung erster 
Ordnung (21) zwischen ihrem allgemeinen Integrale z und einem 
particulären 0^ der algebraische Zusammenhang 

^ = ^0 + (c -- Co)^*)- 

*) Es mag hier die folgende Bemerkung hinzugefügt werden, welche sich 
auf den Zusammenhang des allgemeinen und eines particulären Integrales einer 
linearen Differentialgleichung erster Ordnung 

(«) "5^ + ^^ "" 2/i 

bezieht, in der y und y^ algebraische Functionen von x bedeuten, und deren 
Integral bekanntlich 

(ß) z =^ ce + ö f 2/i « dx, 



ist. Soll zwischen z und einem particulären Integrale Zq eine algebraische Be- 
ziehung bestehen von der Form 

(y) . . . . g = F(x, ^0, C), 

80 muss sich wegen der unmittelbar ersichtlichen Gleichung 

die Beziehung 

(e) F(x, z„ c) = ^0 + (c - c,)e'-ß'''' 

ergeben; diese Gleichung ist nun entweder eine in Zq identische oder eine die 
Grösse z^ bestimmende algebraische Gleichung — im ersteren Falle würde sich 

f-Jy^^ als algebraische Function von x ergeben, und umgekehrt sieht man aus 
(d), dass, wenn diese Exponentialfunction algebraisch ist, ein linearer alge- 
braischer Zusammenhang zwischen dem allgemeinen und particulären Integrale 
stattfindet — im zweiten Falle würde sich aus (c) ^^ als algebraische Function 

von X und e~~J^^' ergeben, oder es wären nach (j5) die Functionen 

/• ßdx • ßdx 

Hl = I y^e dx und ^^ = e 

algebraisch von einander abhängig. Beachtet man aber, dass in der in § 2 
für die Gleichungen (10) und (11) angestellten Untersuchung über den alge- 
braischen Zusammenhang der Grössen G und H alle Schlüsse unverändert bleiben, 
wenn wir G und H durch G^ und H^ ersetzen, so dass die Gleichung (16) da- 
selbst in 



/ 



y^e dx =' Ae + B 



übergeht, und somit — wie dort in (16) — erfordert wird, dass die vorgelegte 

Differentialgleichung 

dz 
-j^ + zy-y, 

ein algebraisches Integral besitzt, so folgt der Satz: 

dz 
dass in einer linearen Differentialgleichtmg erster Ordnung --z h ^y == !/i 

dann und nur dann eine algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen, einem 

fy dx ■ 

particulären Integrale und der Variabein x besteht, wenn entweder fr eine 
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Beschäftigen wir uns nunmelir mit denjenigen DifiFerential- 
gleichungen erster Ordnung, deren allgemeines Integral sich alge- 
braisch mit Hülfe der Variabeln und einer willkürlichen Gonstanten 
durch ein particuläres Integral ausdrücken lässt^ und fragen wir 
zuerst nach solchen Differentialgleichungen erster Ordnung 

für welche sich das allgemeine Integral als gafi^e Function eines 
particulären Integrales mit yariabeln Coefficienten darstellen lässt; 
sei diese Beziehung 

(27) . . . ^-=9o(^; ^)<* + 9>i(^, ^X"* H 1- 9>m{x, c) = <jp(^o» ^; c); 

in welcher c eine willkürliche Constante, und <jPa(^, c) algebraische 
Functionen von x und c bedeuten, so wird nach der in § 6 zu den 
Gleichungen (52) und (53) hinzugefügten Anmerkung die identische 
Gleichung bestehen müssen 

oder 

^o = 9o(^; ^) 1^0 (^; ^X H + 9m (^, ^)Y 

+ 9>i(^, C) i^oi^y ^)4" H H 9m (^, «)V""*+ • • • + 9m (^, C), 

und somit, wenn we > 1 , da j^^ kein algebraisches Integral sein soll, 

9o(^? c)9o(^;«)'"=0; 

da aber (Pq(x, c) liir ein willkürliches c nicht verschwinden kann, 
weil sonst z^ nur vom m — 1*®° Grade wäre, andererseits aber auch 
9o(jt;, 7t) nicht Null sein kann, da x als Function von c ebenfalls 
eine willkürliche Grösse ist, so muss w = 1 sein, und es giebt somit 
Iceine ander eil Differentialgleichungen erster Ordnung, für welche das 
allgemeine Integral eine ganze Function eines nicM algebraischen par- 
ticulären Integrales sein soll, deren Coefficienten von einer mllkürlichefi 
Constanten und der unabhängigen Variabein algebraisch abhängen, als 
solche, für welcJie diese Belation eine ganze lineare ist 
Sei nun diese Beziehung 

(28)'"' z=Czo + C,, 

algebraische Function von x ist oder die DifferenticUgleichimg selbst ein alge- 
braisches partictdäres Integral besitzt; in beiden Fällen ist diese Beziehung eine 
lineare von der Form Az + ^o-^^o = ^{^)> '^^nn to{x) eine algebraische Functiofi 
von X, Ä und Aq Constanten bedeuten, in denen die willkürliche Integrations- 
constante enthalten ist 
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worin G und C^ algebraische Functionen von x und der willkürlichen 
Constanten bedeuten, so erhält man wegen 

dx doj ' ^ dic ■ dx 

nach (26) die Beziehungen 



oder 



(29) .... F(x, Cz, + C.) = Ci^Cx, ^o) + 4^0 -g^ + -^^^'-. 



Da nun ^^ kein algebraisches Integral ist, die Gleichung (29) 
somit eine in ^q identische sein muss, so wird man diese nach Zq 
und c diflferentiiren dürfen und erhält leicht*) durch Elimination von 

— d[U~^'^\^^ ^^^ -^(^j ^o) ^^6 Differentialgleichung 

d{Gz, + C.) d(C z, + G,) 

dF(x, z^,) , TjTx ^N d 1^^ dz^ d i^^ ____fio___ 

dz^ '^^^^'^oKdz, ^^8 d(Gz, + Gy "^^ ^ a(6% + fi) ' 

welche integrirt 

(30)....i^(a;,^o) = ^(^o47 + -aT) 

\ ° ^c ' (ic / i ^\ de dx dxdcJ dx de dxde , 




er / dc 



(••If+t)" 



liefert, worin M im Allgemeinen von x abhängig ist; da nun aber 
F(xy 0q) eine algebraische Function von x und Zq sein soll, so muss, 
wie leicht zu sehen, 



1£ 1£ ^ C — — = — C^ — 

dc dx dxde dc 

dC 
also —^ — von c unabhängig, d. h. 



dC 



dx 



= 0, 



sein, worin % ^^^ t iioch willkürliche algebraische Functionen be- 
deuten, und es folgt somit unmittelbar aus (30), dass F(Xy Zq) eine 
lineare Function von jSq wird, und daher die Differentialgleichung die 
Form haben muss 



*) Wir werden diese Untersuchung gleich nachher für eine beliebige alge- 
braische Relation zwischen dem allgemeinen und einem particulären Integrale 
durchführen. 
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zugleich ergiebt sich durch Einsetzen des Werthes F{x^ 0q) = M0q'\- N 

dC 
in die Functionalgleichung (29), dass -^— = 0, d. h. die Grösse C 

in der Relation zwischen dem allgemeinen und particulären Integrale 
z == Czq + Cj eine Gonstante ist. Wir erhalten somit den Satz: 

Die einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung^ für 
welche das allgemeine Integral eine ganze Function eines particulären 
Integrales sein soll, deren Coefficienten von der willkürlicJien Gonstanten 
und der unabhängigen Variahein algebraisch abhängen, ist die der linearen, 
und zwar mit der limaren Beziehung z = Cz^ + Cj , worin C eine 
Gonstante und Cj eine algebraische Function von x ist 

Nun war aber in der vorhergegangenen Anmerkung gezeigt 
worden, dass, wenn in einer linearen Differentialgleichung erster 
Ordnimg (31) eine algebraische Beziehung — und zwar wurde nach- 
gewiesen, dass es nothwendig eine lineare war — zwischen dem all- 
gemeinen und einem particulären Integrale bestehen sollte, entweder 

^Mdx ^j^^ algebraische Function sein musste,*oder die Differential- 
gleichung selbst ein algebraisches Integral besass. Ist das erstere 
der Fall, und wird 

gesetzt, worin y eine algebraische Function und j/^ ein AbeTsches 
Integral ist, so hat das Integral der Differentialgleichung die Form 

^ = ^2/ + 2/2/1 oder yi = -J — ^, 

worin fi eine Gonstante bedeutet, und hieraus geht unmittelbar her- 
vor, dass z ein Abersches Theorem von der Form 

f + f + --- + ^=f + f + - + ^+^'«-^«g- 

besitzt; im zweiten Falle, in dem die Differentialgleichung ein alge- 
braisches Integral z = t, besitzt, wird für ein bestimmtes v 

sein, und das allgemeine Integral nimmt somit die Form an 

Z'=^1 + {g — v) e^"*^"**; 

da aber e^^^* ein AbeTsches Theorem in der Form der Gleichung 
(2) oder (3) besitzt, so wird z. B. für den Fall der Gleichung (2) 

(^i)_g(i)) (^2)_g(2)) . . (^^)_g(^)) {Z-Q-^ (Z.^Q-' • • (Z,-tp)-^== C 

sein, und es wird somit die AnnahmCy dass für eine Differentialgleichung 
erster Ordnung das allgemeine Integral eine ganze rationale Function 
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eines partictdären mit variabeln Coefficienten ist, in allen Fällen m 
einem AbeVschen Theorem führen. 

Soll nun für eine DiflFerentialgleichung erster Ordnung über- 
haupt das allgemeine Integral eine algebraische Function eines par- 
ticulären also 

^ = 9(^0?^;^) 
sein, so wird aus der Zusammenstellung der Gleichungen 

wieder 

und durch DifiPerentiation dieser nach Zq und c und Elimination von 

dF(x, qp {X, Z,, C)) ,.«..., IX J 15 x- 1 . 1. 



0(p \X, Zq, C) 

für F(x, 0q) folgen 


uca bxxuiu uu: 


gBglCJ 




^ 1 


dtp 

dtp 


also durch Integration 

dtp dtp 


aa: / dtp 


de 



worin M eine noch willkürliche Function von x und c ist, und F{x, 0q) 
der Bedingung zu unterwerfen ist, dass es eine algebraische Function 
seiner Variabein sein soll. 

Werfen wir speciell die Frage nach einer rational gebrochenen 
^öziehung zwischen dem allgemeinen und einem particulären Inte- 
grale ^uf und fassen die bekanntlich wiederum — wie oben für die 
Weiclxxing (27) — geltende Beziehung 

clca^^^ Weise auf, dass die Gleichung 



^^^i:ier ihrer Auflösungen die Grösse 

• ^^>:i soll, so wird für die Annahme einer rational gebrochenen Be- 

^'^ng die Gleichung 

A^z^ 4- A.z"^"^ -4- • • • 4- ul 
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lauten, und eine ihrer Auflösungen 



(34) ^ = 



sein, wenn a^, a^, • • a^, ^o^ ^d ' 'K dieselben algebraischen Functionen 
von X und x bedeuten, wie es Äq, A^, • • • Amy Bq, B^, • - - Bn von x 
und c sind, oder es wird (34) in (33) eingesetzt eine identische 
Gleichung liefern müssen, da 0q iaicht eine algebraische Function von 
X sein soll. Ordnet man die Gleichung (33) nach Potenzen von z, 
so sieht man, dass 0^ wenn m > w, für kein endliches 0qj wenn 
m <in nur für 0^ = 0, und wenn m = n nur für einen Werth von 
0Q unendlich werden kann; da aber (34) eine gebrochene Function 
von 0Q ist, so ist der Fall m > w nach dem eben hervorgehobenen 
von selbst ausgeschlossen, und es muss der Nenner von die n^ 
Potenz einer linearen Function von 0q sein. Femer wird = für 
den durch die Beziehung Am — Bn0o = definirten Werth von 0^ 
oder für 0q = oOj und es wird daher der Zähler von die m*® Potenz 
dieser linearen Function von 0q sein müssen, so dass sich, je nach- 
dem m < w oder m = w , die beiden Formen für ergeben 



^ = K ^0 + «1) 



m 



2'^ 




Oder ;.= (-^2i4|i_y; 



^0 = 



man sieht nun unmittelbar, dass diese beiden Beziehungen mit den 
entsprechenden 

i^^i+AT oder .o = (4^t^)"' 

nur für den zweiten Fall und zwar nur für m = 1 zusammen be- 
stehen können, und findet daher als einzig möglichen Fall die linear 
gebrochene Beziehung. 

Die ein0ige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, für 
welche das allgemeine Integral eine rationale gebrochene Function eines 
particulären sein soll, deren Coeffidenten von der willkürlichen Constan- 
ten und der unabhängigen Variabein algebraisch abhängen, ist diejenige^ 
für welcJie diese rationale Function eine lineare ist 

Aber es lässt sich auch leicht die nothwendige Form dieser 
DiflFerentialgleichungen erster Ordnung angeben, welche eine derartige 
Beziehung zwischen dem allgemeinen und einem particulären Inte- 
grale liefern können; denn setzt man in (32) 

9(^o> ^> ^) i^r+>-' 

^ so folgt leicht 

(36) . ■ • F(x, «.) „g-^jf Jlf+ 5j 
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wenn 



J=((ytf — ßy) 



dZc 



gesetzt wird. Da nun im Allgemeinen 

J .«_t_f._ _J_ log jA_- j 






dy 



de de 

sein wird, worin a und 6 algebraische Functionen von x und c be- 
deuten, so muss, da F{Xf z^) eine algebraische Function von x und 
Zq sein soll, 



^x 



( 



da dy 

y -R a 



de de 

sein, und somit, wie leicht zu sehen, 



)(a 



ft) 



= 



dJ ad — ßy 

dx a — h 






X 



(V^» + *)(^o|f+-|l)-(-„+^)(^„^ + |f)' 



wonach sich 2^(a:, z^ nach Gleichung (35) als ganze Function zweiten 
Grades in Zq ergiebt, deren Coefficienten noch willkürliche algebraische 
Functionen von x sind. Waren die Grössen a und h einander gleich, 
so ergiebt sich 

7 — _ ^^ — ßy 1 



a 



und da hieraus 
dJ 1 



de 



— a 



dy_ Zo— a' 
de 



d 



dx 



Zq — a dx 



ad — ßy 



da 



— a 



dy 



ad — ßy 



da 
dx 



da 

de 



— a 



^y (^0 — «)' 

de 



'de de 

folgt, so erhalten wir wiederum nach Gleichung (35) für F(x, z^) 
eine ganze Function zweiten Grades in Zq. 

Die einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung ^ ßlr 
welche das allgemeine Integral eine rationale gebrochene Function eines 
particulären sein Tzann, deren Coefficienten von den unabhängigen Variabein 
und der Integrationsconstanten algebraisch abhängen , ist von der Form 

-T— = Az^ -{- Bz + C, worin Ä, B^ C algebraische Functionen von x 

bedeuten^ und zwar unrd dann zutschen diesen Integralen nur eine lineare 
Belcction mit im Allgemeinen von x algebraisch abhängigen Coefficienten 
stattfinden können. 

Sei z. B. die Differentialgleichung erster Ordnung 

(36) 



* • • • 



^' +g^+xg + -^^0 



dx 
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vorgelegt, deren allgemeines Integral 

ist, so bestellt, wenn 0q irgend ein particuläres transcendentes Inte- 
gral dieser DifiPerentialgleichung bedeutet, zwischen dem allgemeinen 
Integral und dem particulären die lineare Beziehung 

(38) ? L_l. = (7. 2 r 2 



'o + Y+Vi '^^ + Y'-Vl 



somit eine lineare gebrochene Relation zwischen und 0q. Zugleich 
ist aber auch zu sehen, dass für diese Differentialgleichung, weil 



ce 



X VT 






ist, ein AbeTsches Theorem f ür |) = 1 stattfindet, indem für die 
Argumente x^y x^y x^, welche in der algebraischen Beziehung stehen 

Xq = x^ -f- ajg, 

die zu diesen gehörigen Werthe j^^, ^2^ ^ eines beliebigen Integrales 
der algebraischen Gleichung genügen 

(39) ^+t+t4 '.+f+i4 ' ■+f+V f 

^+i-i/i ..+f-i/i '.+f-n 

Wir wollen uns, nachdem die nothwendige Form jener Differen- 
tialgleichungen gefunden worden, nun mit der Frage beschäftigen, 
welchen Differentialgleichungen von der Form 

worin A^ By C algebraische Functionen von x bedeuten, auch wirk- 
lich eine lineare Beziehung zwischen dem allgemeinen und einem 
particulären Integrale entspricht. 

Macht man auf (40) die Substitution 

(41) il!5|i, 

so geht diese Gleichung bekanntlich über in die homogene lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(42)....-g- + P|f+«» = 0, 
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wenn 

dA 



gesetzt werden; sind nun u^ und u^ zwei particuläre Fundamental- 
integrale der Gleichung (42), so wird sich aus dem allgemeinen der- 

G 
selben C^u^ + ^4^2? wenn -^ = c gesetzt wird, das allgemeine Inte- 
gral der Differentialgleichung (40) in der Form ergeben 

-^ - + c -^ 
(44) z = .-7 — j ^,— • 

^ ^ ^ (Wi + cu^) 

* 

Soll nun zwischen ^ und ^n ein rationaler linearer Zusammen- 
hang von der Form 



'0 



(45)....^="'«"^^ 



bestehen, so muss nach (44) auch 

d«i , du,» /du. . dtt^\ o A r i ^ 



(46) 



dx 



• • • 



oder 

^ '^ ' da; dx dx 

sein — worin der Fall, in dem A, By C Constänten sind, als ein 
specieller Fall der Gleichung (16) ausgeschlossen werden darf. 

Sind z^ und 0^ irgend zwei von einander verschiedene Integrale 
der Gleichung (40), so werden nach (41) die beiden entsprechenden 
Werthe von u 

(48) . . • . Mj = e -^ und t^g = ^ 

stets als Fundamentalintegralß der Gleichung (42) aufgefasst werden 
dürfen, da 

^ (TS^'^ ^* + c^eS'^'^ ^* = 

die Identität von z^ und s^ voraussetzen würde, und nimmt man nun 
an, die Differentialgleichung (40) habe zwei algebraische Integrale 
5i und ^2, so wird nach (48) 

(^) ••••■£- — ^^i"» ™*^ "S" — ^^ä"2 

«ein, und somit die Gleichung (46) in 

fi Wi + egg 1*2 a (tx Wi + Co ^2 «*2) + |3 («1 + Co W.2) 



(49) 



• • • • 



Wj + cii.^ y (gl Wi + Co ^2 W2) + ^ («1 + Co W2) 

Königsberger, Diiferentialgleicli. G 
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fibergehen, oder in 

Bestimmt man nun a, ßy y, d so, dass diese Gleichung identisch 
erfüllt wirdy so folgt 

also stets endliche Ausdrücke, und, da (50) nur eine Umformung von 
(49) ist, so wird, wenn Wj und u^ Integrale der Gleichungen {Ä) sind, 
die Gleichung (50) für die gefundenen Werthe von a, ß, y, 8 auch 
durch die Gleichung (46) ersetzt werden können^ d. h. es wird für 
die Gleichung (40) die algebraische Beziehung (45) gültig sein, welche 
die Form annimmt: 

^ ^ (Co ~ g) ^0 + gfi — Co?« 

Wir finden somit, dctös, wenn die vorgelegte Differentialgleichung 
erster Ordnung (40) zwei particuläre algä^aische Integrale besitzt^ stets 
eine lineare Beziehung mit algebraisclwn Coefßcienten zwischen ihrefin 
allgemeinen und einem transcendentenparticidären Integrale besteht, voraus- 
gesetzty dass ein solches existirt 

So hat z. B. die Diflferentialgleichung (36) die beiden den con- 
stanten c = und c = oo entsprechenden algebraischen Integrale 

und die aus (52) sich ergebende Beziehung zwischen dem allgemeinen 
und einem particulären Integrale 









fällt mit der oben gefundenen Gleichung (38) zusammen, wenn 

gesetzt wird. 

In dem Falle, dass g^ und fg zwei algebraische Integrale der 
Gleichung (40) waren, wurde durch die gefundenen Werthe von a, /3, y,tf 
die Gleichung (50) identisch befriedigt, und es brauchte somit nicht 

dieser Gleichung gemäss eine algebraische Function zu sein, sowie 

in der That in unserem Beispiel 

3 -fA C. -?,) dx _ -V^fdx __ _-/2 . X 



.!*! 

Wu 
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ist; andererseits sieht man aber umgekehrt leicht, dass, wenn u^ 
und U2 so bescha£fen sind, dass ihr Quotient algebraisch ist, also 

ist, worin 9 (x) eine algebraische Function bedeutet, 

^(Si — ^2)= ^^1 

also gl — ^ selbst algebraisch ist; da aber nach (40) 

also 

ist, so folgt hieraus, dass auch Ji + ^2 eine algebraische Function, 
also gl und gg selbst algebraische Integrale der Gleichung (40) sein 
müssen. 

Es ist aber leicht zu sehen, dass in allen Fällen^ in welchen die 
Differentialgleichung (40) jswei algebraische Integrale g^ und gg ^^^; 
jedes transcendente Integral derselben ein AbeVsches Theorem besitzt \ 
denn da nach (44), wenn 

u^ = eS^^^ ^* , u^ = eS^^^ ^' 
gesetzt wird, 



z = 






1*1 + CM2 **' + c 



«2 



oder 



^2 ^ — ?1 

wird, und der Voraussetzung nach g^ und g^ algebraische Functionen 

von,, a: sind, so ist — ^ eine Exponentialgrösse, deren Exponent ein 

Abersches Integral ist, und nachdem oben in Gleichung (2) oder (3) 
das AbeTsche Theorem für solche Exponentialfunctionen entwickelt 
worden, so folgt aus der obigen Gleichung, dass, wenn z. B. das Inte- 
gral der Exponentialfunction ein solches erster Gattung ist, und die 
zu den Argumenten x^, rCg, • • • • a?^ gehörigen Werthe irgend eines 
Integrales der DiflFerentialgleichung (40) mit 8^^\ g^^\ • • • ^f^) und 

die zugehörigen g-Werthe mit ^a } C^ * * * ^\ ferner die den in be- 
kannter Weise algebraisch abhängigen Argumenten li; S2; * * * Sp zu- 
gehörigen Werthe mit ^(^, z'''\ • • • ^^, t^y 5^; • * ' ^T bezeichnet 
werden, das AbeTsche Theorem in der Form 



4" .<•' 




p 




P sT 


..^)_4. 


/' 4'' 


/*' 


»1 


s^ .<^' 


yin AP) ^' 



* 
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Dass es aber auch DifiPerentialgleichungen erster Ordnung von 
der Form (40) giebt, die nicht zwei algebraische Integrale besitzen, 
und für welche dennoch das allgemeine Integral eine gebrochene 
lineare Function eines particulären mit variablen Coefficienten ist, 
sieht man z. B. aus der Gleichung 

dz o 1 

dx X ' 

deren allgemeines Integral 

1 

z = 



ex — X log X 

ist, und für welche der gesuchte Zusammenhang 



^0 



(C — Co) XZf^ + 1 

ist. 

Hat also die Differentialgleichung (40) nicht zwei algebraische 

Integrale, so wird sich die geforderte Beziehung (45) in die Form 

setzen lassen* 

wenn f^ irgend ein transcendentes Integral der Differentialgleichung 
(40) bedeutet, oder wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird, in 

(54) .... e-/^(e.-C,)dx c . ^ j^l^^ ~ ^^ 

übergehen, wobei die Constante c in a, /3, y, d, also in f{t,^ ent- 
halten ist. Diese Beziehung muss nun einerseits für beliebige c be- 
stehen, andererseits muss sie nach x logarithmisch differentiirt die in 
den Grossen ti und t^ algebraische Beziehung liefern 

r(fi) {Ai,' + Bi,+C)+ -^^ - {Ai,^+Bi, + C) 
^(£2 - Si) = Afi)~& 



Untersuchen wir jetzt den Fall, in dem C = 0, also die Differen- 
tialgleichung (40) 

(55) .... ^ = Az^+B» 

CLX 

1 

lautet, so geht dieselbe durch die Substitution j8? =.— in die GleicKung 

(56)---.-^ + 5y A 

Über, und es folgt, dass, wenn die Gleichung (55) die Eigenschaft 

haben soll, dass ihr allgemeines Integral eine lineare rationale Function 
eines particulären mit variabeln Coefficienten sein soll, dasselbe auch 
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für (56) stattfinden muss; wenn aber für eine lineare DiflFerentiai- 

gleichung erster Ordnung überhaupt ein algebraischer Zusammenhang 

zwischen seinem allgemeinen und einem particulären Integrale existiren 

soll; so muss dieser; wie oben gezeigt worden, ein ganzer linearer 

sein von der Form 

(57) y = My^ + N, 

worin Jlf eine Constante, N eine algebraische Function von x ist, 

und zwar konnte dies nur stattfinden, wenn entweder e^^^* eine al- 
gebraische Function von x ist, oder die DifiFerentialgleichung (56) ein 
algebraisches Integral besitzt. Da nun aber dem Zusammenhauge (57) 
für die Differentialgleichung (55) offenbar die linear gebrochene Beziehung 

entspricht, so folgt, dass ein linear gebrochener Ztisammenliang für die 
Gleichung (55) nur in der Gestalt (58) existiren Icann, und dass die 
nothwendigen und hinreichenden Bedhigungen dafür entweder erfordern, 

dass ey^^^ eine algebraische Function sei, oder dass die Differential- 
gleichung (55) ein algebraisches Integral besitzt 

Da nun im ersten Falle, wie oben gezeigt worden, für die 
Gleichung (56), mit Beschränkung auf Integrale erster Gattung, ein 
AbeTsches Theorem von der Form existirt 

yWfix,) + y(«) /•(«;,) + • • • + y^'^fipox) 
= Y,f{X,) + Y,f{X,) + ■■■+ Y,f{X,), 

wenn 

e^^''r=f{x) 

gesetzt wird, und f{x) eine algebraische Function von x bedeutet, im 
zweiten Falle dagegen das AbeTsche Theorem die Gestalt hat 

(3^i)_^(i))(y(2)_^(»)). .(yw_^w)(r,-,,0-Hy«-'j»)-'- •(i:p-^.)-*=c, 

worin t^ das algebraische Integral der Gleichung (56) bedeutet, so 

wird in den beiden bezeichneten Fällen, dass e^^*** eine algebraische 
Function F{x) ist oder die Differentialgleichung (55) ein algebraisches 
Integral g besitzt, ein Abersches Theorem existiren und zwar in den 
resp. Formen 

= [z, F {x,)y + . . . + [Zp F{x,)y 

und 

•••[i-tr-''- 
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Hiermit brechen wir die Untersuchung der Fälle ab^ in denen 
für Differentialgleichungen ein AbeTsches Theorem mit der festen 
ZahJ |) *= l'existiren sollte, und welche unter der Klasse der irre- 
ductibeln Differentialgleichungen nur auf solche erster Ordnung 
führten. 

§9. 

Untersuchungen über das erweiterte Abel*80he Theorem für das 
Gesohleoht p = 2 ; weitere Sätze über den Znsammenhang des all- 
gemeinen Integrales einer Differentialgleichung mit den partioulären. 
Anwendung auf die linearen Differentialgleichungen. 

Sei nunmehr die feste Zahl|) des gesuchten AbeTschen Theorems 
für Differentialgleichungen gleich 2, die gesuchte algebraische Be- 
ziehung also Yon der Form 

(59) . • . • J- {Z„ Z„ s„ s^, «,) - 0, 

worin z^, ^g, z^ Werthe eines particulären Integrales einer Differen- 
tialgleichung für die von einander unabhängigen Variabein x^y x^, x^, 
und Z^j Z2 Werthe desselben particulären Integrales für die resp. 
Variabein X^ und X2 vorstellen, welche' algebraisch von x^, x^, x^ 
durch die Gleichungen 

(60) . . . . Xi == qpi ix^, x^, x^, Xa = 92 (^u ^2; ^3) 

abhängen, und wobei zugelassen wird, dass in die das AbeFsche 
Theorem darstellende Gleichung (59) auch die unabhängigen Variabeln 
eintreten können. 

Stellt man mit (59) die nach den Variabein x^^ x^^ x^ genommenen 
Differentialquotienten dieser Gleichung 

dF dZ^ dX^ . dF dZ^ gX, , dF da, , dF _ ^ 



dZ, dX, dxi "^ dZ^ dX^ dx, dz, dx, dx, 

dF dZ, dX^ ■ dF dZ^ dX ^ I ^-^ ^^a I ^-^ _ 

"t" Q 5r Air 7\^ 1 7\» Ar» "T" P)^ ^ 



dZy dX, dx^ ' d Z.^ dX^ dx^ dz^ dx.^ * dx. 

dF dZ, dX, dF dZ^ dX^ dF dz^ . dF ^ 

dZ, dX, dxQ • dZ^ dX^ dx^ dz^ dx^ "'" dx^ 

zusammen, so kann man aus diesen 4 Gleichungen im allgemeinen 

noch nicht die 4 Grössen Z^, Z^, ,.J , ,y eliminiren; wenn man 

jedoch die drei zuletzt erhaltenen Gleichungen resp. nach x^, x^, x^ 

differentiirt, so erhält man im Ganzen 7 Gleichungen, aus denen man 

die 6 Grössen 

y y dZ, dZ^ d^Z, d^Z^ 
^i> ^2> -Jx^f ~dX^^ ~dX~^~' ~dX^ 

eliminiren kann, und es ergiebt sich eine algebraische Gleichung 
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von der Form 

cvf dZi dz^ dz^ d^Zi d^z^ d^z^ \ ,. 

^\fu ^2? ^3; -J^y -^J -ä^^ -5^> -g^^ dV"' ^^' "^'^ ^3J — ^; 

SO dass, wenn oJg, ä^s, ^2? ^3 ^^^ ^^^ Diflferentialquotienten dieser 
Grössen numerischen Constanten gleich gesetzt werden, z^ das Inte- 
gral einer algebraischen Differentialgleichung 

wird, und somit ein AbeVsches Theorem für j? = 2 algehraiscJwn irre- 
ductibeln DifferentialgleicJmngen von höherer Ordnung als der zweiten 
nicht mJcommen Jcann. 

Es bedarf keiner weiteren Ausführung dieses Satze» für be- 
liebige p. 

Wir werfen nun die Frage auf, welche Eigenschaft eine Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung besitzen muss, wenn einem ihrer 
particulären Integrale ein AbeTsches Theorem von der durch die 
Gleichungen (59) imd (60) definirten Form zukommen soll. Beachtet 
man, dass nach dem Satze I des § 5 in Gleichung (59) für ^2 und 
Zq beliebige Integrale der resp. Differentialgleichungen gesetzt werden 
dürfen, wenn nur für Z^ und Z^ passende Integrale substituirt wer- 
den, vorausgesetzt, dass — was ja stets von der Gleichung (61) an- 
genommen werden darf — die zu Grunde gelegte Differentialgleichung 
irreductibel oder wenigstens in Bezug auf den zweiten Differential- 
quotienten algebraisch irreductibel ist und die in Betracht kommenden 
Integrale nicht einer Differentialgleichung niederer Ordnung genügen, 
so folgt, dass, wenn man für z^ und z^ die allgemeinen, zu den 
Argumenten x^ und x^ gehörigen Integrale, welche je zwei willkür- 
liche Constanten /Xj, ftg und i/^, i/g enthalten, setzt, dann für Z^ und 
Z2 nur passende, zu den Argumenten X^ und Xg gehörige Integrale 
(man kann eine solche continuirliche Reihe von Integralen Z2 und z^ 
wählen, dass Xj und Xg ihre Werthe beibehalten) zu substituiren sind, 
deren Integrationsconstanten m^, mg und n^, Wg bestimmte Functionen 

m^ = 91 (ft^, 1I27 ^1? ^2)? ^2 = 92((^u f*2> ^1, ^2)^ ^1 = ti(j^i7 Ihj ^u ^^a); 

^2 = ^2(f*l?f*2?^l;V2) 

jener 4 anderen Integrationsconstanten sein werden. Wählen wir 
nun zwischen den 4 Grössen fij, ftg? ^i> ^2 solche zwei feste Be- 
ziehungen, dass Wi und Wg für alle möglichen Variationen dieser 
4 Constanten, von denen also nur noch zwei von einander unabhängig 
bleiben, dieselben beliebigen, aber fest gegebenen Werthe annehmen, 
so werden in der Gleichung (59) 

(62) F{Z^, Z2, ^i, Z2, ^3, Xi, X2, ^1, X2y x^ = 
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jgr^ uud jSfg zwei willkürliche Constanten bedeuten dürfen, und man 
wird für zwei specielle Werthepaare derselben, wie eben nachgewiestn, " 

bei verändertem Z^ dasselbe Z.^ erhalten können, so dass sich die 
Beziehungen ergeben 

F(Z^^ Z^y ^1, G^y Og? ^1) ^2> ^n ^2? ^3) =^ ^ 
F{Zf\ Z„z„ Cf\ Cf\ X„ X„ x„ x„ X,) = 

F{Z^ J Z^y Z^y Cj , C^ y X^ , Xg , Xyy X^y X^ = 0, 

aus denen sich mit Hülfe der Gleichungen (60) die Grössen Z^, ^^ 
Xg, x^ eliminiren lassen, und somit eine Gleichung 

folgt, in welcher x^ und x^ als willkürliche, aber bestimmt gewählte 
Parameter auftreten, und welche zeigt, d&ss ein Abersches Theorem 
für p = 2 nur solchen irredttctibeln Differentialgleicktmgen zweiter 
Ordnung zukommen kamiy hei welchen das allgemeine Integral eine 
algebraische Function von zwei partiadären Integralen und zwei tvill- 
MrlicJien Constanten ist, in welche auch die unabhängige Variable alge- 
braisch eintreten kann. 

Ist die Diflfereutialgleichung, für welche ein AbeTsches Theorem 
mit der Zahl ^ = 2 bestehen soll, von der ersten Ordnung, so wird 
man in der algebraischen Beziehung (62) wieder für ^g und z^ will- 
kürliche andere Integrale der resp. Differentialgleichungen setzen 
können, wenn man nur für Z^ und Zg passende Integrale substituirt. 
Nimmt man nun wieder für Z2 und z^ die zu X2 und x^ gehörigen 
allgemeinen Integrale, deren willkürliche Constanten mit' ^i und v 
bezeichnet werden mögen, so wird die im allgemeinen Integrale der 
zu Xg gehörenden Differentialgleichung vorkommende Constante n 
eine Function von fi und v sein, so dass man eine solche Beziehung 
zwischen ft und v festsetzen kann, dass n sich nicht ändert, und 
somit nur eine willkürliche Constante in der Gleichung (62) übrig 
bleibt, die jetzt genau wie oben durch Specialisirung die Gleichungen 
liefert 

F{Zly Zg, Zly üy üy Xj , Xg , X^y X^y X^ = 

F{Z^l\ Z,y Z,y &'\ a, X„ Xg, X,y X,y X,) = 

F{Z^;-\ Zg, z,y &'\ a, X,y Xg, x,y x,y 0^3) = 0, 

aus denen wiederum durch Elimination von Zg, z^y Xg, x^ mit Hülfe 
von (60) die Beziehung folgt 

welche aussagt, dass ein AbeVsches Theorem für p = 2 nur solchen 
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Differefitialgleichtmgen erster Ordnung ^tfJconinwn Jcann^ hei welchen das 
allgemeine Integral eine älgebraiscJie Function von zwei particuiären 
Integralen und einer willkürlichen Constanten ist, in welche auch die 
unabhängige Varidble algebraisch eintreten kann. 

Es mag bemerkt werden, dass das eben angewendete Verfahren 
in gewissen Fällen nicht nothwendig zu einer Beziehung zu führen 
braucht, welche das allgemeine Integral mit zwei particulären Inte- 
gralen und einer Constanten verbindet; denn betrachten wir z. B. 
das Ab ersehe Theorem für Integrale algebraischer Functionen, welche 
zum Geschlechte p = 2 gehören, und welches sich in linearer Form 
folgendermassen ausdrückt 

(65) ^"" Z^ + Z^ = 0^-+-z^ + Zs, 
worin die Grenzen der links stehenden Integrale die Lösungen einer 
quadratischen Gleichung sind, deren Coefficienten rational aus den 
Grenzen der rechts stehenden Integrale und der diesen zugehörigen 
Irrationalitäten zusammengesetzt sind, so wird, wenn man, wie oben 
gefordert wurde, die Gleichungen 

Z^ + Z, = z, + C+a und Z^""^ + Z^ = ^i + C^'^+ « 
bildet, die Zusammenstellung schon dieser beiden Gleichungen durch 
Abziehen die Elimination von Z^ und z^ ermöglichen und 

liefern, so dass, wie es offenbar sein muss, das allgemeine Integral 

der Differentialgleichung 

dz , V 

worin q) (x) eine algebraische Function vom Geschlechte ^ = 2 ist, 
schon durch ein particuläres Integral und eine willkürliche Constante 
algebraisch ausdrückbar ist. 

Dass es aber in der That Differentialgleichungen erster Ordnung 
giebt, für welche das allgemeine Integral eine algebraische Function 
zweier particulärer Integrale und einer willkürlichen Constanten ist, 
sehen wir an der allgemeinen linearen Differentialgleichung erster 
Ordnung 

deren allgemeines Integral, wenn 

gesetzt wird, 

jSf = ci + «^ 
ist, welches mit den particulären Integralen 

^l = ^xi + ^; ^2 = Cgi + J 
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zusammengestellt die Beziehung 

liefert. 

Werfen wir jetzt allgemein die Frage auf, für welche Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung 

(68)-.-.-U-/-(^,0) 

zwischen dem allgemeinen Integrale ^ und zwei particulären Integralen 
0^ und 02 derselben und einer willkürlichen Constanteu eine alge- 
braische Beziehung von der Form besteht 

wobei angenommen werden soll, dass die unabhängige Variable in 
diese Relation nicht eintritt*). Es folgt aus (68) und (69), wie leicht 
zu sehen, 

(70) .... 11^ nx, s,) + ^ f(x, e,) = f(x, F{z„ g„ c)) , 

und da angenommen werden darf, dass nicht schon zwischen z^ und 
02 ein algebraischer Zusammenhang stattfindet, weil sonst die Gleichung 
(69) auf ein Problem des vorigen Paragraphen zurückführt, die 
Gleichung (70) somit eine in 0^ und z^ identische sein muss, so folgt 
durch Differentiation nach z^^ z^ und c 

JlILff ^ , d^F ^f ^ _ dfjx , F) dF 

dz.dc'^^'^'^'^ dz,dc ly^y^^)— dF de ' 
und hieraus die beiden Differentialgleichungen für f(x, z^) und f(Xj z^ 

V dz,, / 

welche für jedes z^ und Z2 stattfinden müssen; betrachten wir daher 
die erste dieser Gleichungen als eine Differentialgleichung zur Be- 




*) Es braucht kaum ausdrücklich hervorgehoben zu werden, dass die 
Untersuchung des Falles, in welchem mehr als zwei particuläre Integrale in die 
Beziehung (69) eintreten, genau in derselben Weise geführt werden kann. 
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Stimmung von f{Xy 0^) als Function von 0^, indem wir x und ^2 ^^^ 
Parameter auffassen, so liefert die Integration dieser linearen Differen- 
tialgleichung erster Ordnung 

dF dF p / dF_ \ 

(71) .... fix, z,) ^L-^--^f{x, z^) l~ I -^ I dz,, 

dzi dzi ^ \ de J 

worin L eine von x. und z^ algebraisch abhängige Function sein 
kann, und da maii wegen der Unabhängigkeit der linken Seite dieser 
Gleichung von z^ für diese Variable auf der rechten Seite irgend 
einen numerischen Werth z. B. Z^ = setzen darf, so folgt, da die 
1^-Function die Variable x nicht explicite enthalten sollte, für f(Xy z,) 

die Form 

f(x, z^ = 9 (x) q), (z,) + t (x) t, (^i) , 

und somit die nothwendige Form der Differentialgleichung erster Ordnung 

(72) • • • • 1^ = 9(^) ViC^) + ^(^) M^)- 

Wir können aber für die Functionen q)i(z) und ti(^) noch eine 
weitere Bedingung aufstellen; da nämlich ausser der Gleichung (72), 
in welcher z .das allgemeine Integral bedeuten mag, noch für die 
particulären Integrale z, und Z2 die Beziehungen bestehen müssen 

-J~ = 9> (^) 9'M) + t (oo) t,(z,) 



(72 a.) 



• < 



dx 



dx 



so folgt 

(73) .. WA^Mi{^2)-9M)^M)]dz+[(p,{^^^ 

+ [9i(^)^iW - 9>i(^i)^i(^)J^^2 = 0, 
es müssen daher, da diese Differentialgleichung das allgemeine Integral 

(74)....^ = i^(^i,^2, c) 

haben soll, die Functionen 9?^ und ^^ der Bedingung der Integra- 
bilität jener Gleichung (73) genügen*), imd es muss ausserdem diese 



*) Es mag hier eine kurze Bemerkung in Betreff der Integrabilitätsbedingung 
einer Differentialgleichung von der Form 

(a) . . . . Zdz + Z^dz^ + Z^dz^ =0 

angefügt werden; es ist bekannt, dass man daraus, dass z eine Function der 
beiden unabhängigen Yariabeln z^ und z^ sein soll, auf das nothwendige Be- 
stehen der Gleichung 

(dz dz,\ (dz, ez\ (dz, dz,\ 

geführt wird, und es soll nur hervorgehoben werden, dass daraus, dass z eine 
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Differentialgleichung ein algdn'aisches allgemeines Integral besitzen — 
umgekehrt ist aber auch sofort zu sehen, dass, wenn die totale 
Differentialgleichung (73) ein algebraisches allgemeines Integral be- 
sitzt, eine Differentialgleichung erster Ordnung von der Form (72), 

Ftmction der nnabhängigen Yariabeln ;?, und z^ sein soll, noch nicht geschlossen 
werden kann, dass die Gleichung (p) identisch für alle Werthe von z, z^, z^ 
befriedigt sein mnss — nnr die AnDahme, dass z eine Function von z^ und z^ 
und einer wülkv/rliehen Constanten sein soll, verlangt das identische Verschwin- 
den von (ß), weil sich aus dieser Gleichung z nur als bestimmte Function von 
z^ und z^ ergeben würde, aber jene mit einer willkürlichen Constanten be- 
haftete Function auch in dieser Gleichung enthalten sein muss; desshalb kann 
aber eine von einer Constanten freie Beziehung zwischen z, z^t z^ existiren, 
welche (a) und {§) befriedigt, ohne dass letztere identisch für alle z, z^, z^ er- 
* füllt wird — es kann somit ein von der willkürlichen Constanten freies, also 
particulilres Integral der Gleichung (or) vorhanden sein, welches auch die 
Gleichung {ff) befriedigen wird, ohne dass diese jedoch identisch erfüllt wird; 
so wird z. B. die Differentialgleichung 

zz^^dz -f !^^%dZi — z.^dz^ == 

z 
das Integral z^^ ~^- haben, während die Integrabilitätsbedingung (|3) 

— Z.2 {2zZi — z^) + ä'^1* = 

nicht identisch, aber für z = — ^ erfüllt wird. 

Was nun die Gleichung (73) angeht, von der das Integral (74) gegeben 
ist, so wird die Integrabilitätsbedingung durch dieses mit einer Constanten be- 
haftete Integral nur dann identisch erfüllt sein müssen, wenn z^ und z^ als 
von einander unabhängige Grössen zu betrachten sind, oder wenn die aus den 
Gleichungen 

z = F(Zi, z^ , c) und dz = -^ — dz, A — ^ — dz^ 
^ '' *' ' cz^ ^ ^ cz^ ^ 

entnommenen Werthe von z und dz^ welche die Gleichung (73) in 

(y) . . . . Pdz^ -f Qdz^ =0 

verwandeln , P «= und (^ ^ identisch für alle z^ und z^ liefern und nicht 
die Gleichung (y) als eine Differentialgleichung zwischen z^ und z^ definiren. 
Da aber ferner aus (72 a) die Beziehung folgt 

(*)... r9(«)9i(«») + ^WV»! W]^«i — [9>(a;)9>i(«i) + ^(«)V'i(^i)]<*^2 === 0, 
80 müsste, wenn nicht P « 0, Q » wäre, 

(«)••• [9>(^)9i W + ^(«)^i(«i)]Ö + [<P(«)9>iC^i) + ^{x)'^>^{z^)-\P^O 

sein, d. h. es bestünde , da die 9- und ^-Functionen so wie die Function F alge- 
braische Functionen bedeuten, zwischen z^y z^ und x eine algebraische Be- 
«iehung, was von vornherein ausgeschlossen war, und da die Gleichung (e) in 
den Klammerausdrücken die Grösse x enthält, während P und Q nur von z^ 
und i^ abhängen, so wird diese Gleichung, wie leicht zu sehen, nicht anders 
identisch verschwinden können, als wenn P = und § = ist, wenn sdion 
im vorigen Paragraphen behandelte Fälle der Gleichung (72) ausgeschlossen 
wotdon. 
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was auch die Fimctionen q)(x) und if{x) sein mögen, stets eine alge- 
braische Beziehung zwischen dem allgemeinen Integrale, zwei parti- 
culären und einer willkürlichen Constanten liefern wird. 

So lautet für die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
(66) die Gleichung (73), da 9^(^21) = — 0, i^ii/) = 1 ist, 

(^2 — ^1)^^ + (^ — ^2)^^! + {h — ^)^^2 = , 
welche in der That der Bedingung der Integrabilität genügt und das 
algebraische allgemeine Integral besitzt 

^ «= (7(^, - ^2) + £f„ 

welches mit (67) identisch ist' 

Untersuchen wir nun die Form der Gleichung (69) näher, in 
der jetzt die unabhängige Variable x noch explicite vorkommen 
mag; nach dem Satze II des § 5, auch dort specialisirt für Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung, wird die Beziehung (69) erhalten 
bleiben, wenn man für z und z^ beliebige Integrale der Differen- 
tialgleichung (72) setzt, wenn man nur für Zy^ ein anderes passen- 
des Integral eben dieser Differentialgleichung substituirt, voraus- 
gesetzt, dass man die Differentialgleichung (68), was geschehen darf, 

dz 
als eine in Bezug auf ~j— algebraisch irreductible betrachtet, femer 

die Integrale z und z^ transcendente sind und angenommen wird, 
was selbstverständlich ist, dass nicht schon zwischen z und z^ eine 
algebraische Beziehung stattfindet Setzt man somit in (69) z^ statt 
z, während man z^ unverändert lässt, so wird für z^ F{z^^ z^j x) zu 
setzen sein, und sich daher 

{15)''''Z, = F{F{z,,z,,x), z,,c) 

ergeben. Nehmen wir wiederum an, die Function F sei in Bezug 
auf Zi eine ganze Function, so kann, genau wie oben für die Gleichung 
(27) des § 8, geschlossen werden, dass die Gleichung (75) als eine 
in Zi und Z2 identische, wie es sein müsste, nicht bestehen kann, 
wenn nicht der Grad in Bezug auf z^ gleich 1 ist, und da dasselbe 
für Z2 behauptet werden kann, so folgt, dcLSs für JMffermUdlgleichungen 
erster Ordnung^ für welche das allgemeine Integral eine ganze Function 
zweier nicht algebraischer particulärer Integrale^ der unabhängigen 
Variabein und einer mllkürlichen Constanten sein solly diese Belation 
eine in z^ und z^ bilineare von der Gestalt 

z = m^z^z^ + m^z^ + ^2^2 + ^ 
ist, worin m^, m^, m^, m im Allgemeinen algebraische Functionen von 
X sind. 

Setzt man nun unter der Voraussetzung, dass die unabhängige 
Variable x nicht explicite in F(z^y z^ c) vorkommen soll, also 
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m^y m^, m^, m Constanten bedeuten^ den eben gefundenen Werth 

in die Gleichung (71) ein, so folgt wegen 

dF dnio , dm. , dnio , dm dF . 

-Je- = ^1^* lt + ^i -8c + ^* -äT + Tc" ' 'dz; = *»o^2 + »»i , 

wie man unmittelbar aus der Beziehung 

dF ' l^^\ ^^% ^«Wo dm 






( dmi dm^ dm^ dm\ 
de de de de / 



dz., I dF '"'"1 / dm^ , dm^ \' ^»«o , ^ ^'"i ll . ^Wg , ^w 

dV V^~dc''^~dTI ^'^'~d7'^^''d^'^''~d^'^lü 

dmr. dm. 

m, —^-^ m, 



\ * de '^ de ) 

schliesst, dass, weil ({x, z^) eine algebraische Function von z^ sein 
soll, also das logarithmische Glied fortfallen muss, nothwendig 

dm^, dmy , ^ aw^ , ^»» 

^/ N r * *T^"^ * de '^^'"dT'^'de' 
f{Xy Z^) = L ^ , ^ ^^ 

^wii ^mg dm^ dm 
\pr N ^c de de de 

— ly"^' ^^f / dm, , am, y~ 

ist, sich somit, wenn s^ irgend einer numerischen Constanten gleich 
gesetzt wird, 

ergiebt, SO dass die DiflFerentialgleichung erster Ordnung in 

^^Mz + N 
dx ' 

übergeht, worin M und N noch unbestimmte algebraische Functionen 
von X sind, und wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Die einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung ^ für 
welche das allgemeine Integral eine ganze Function zweier particulärcr 
Integrale sein soll, deren Coeffidenten von einer willkürlichen Constanten, 
nicht von der unabhängigen Variabein abhängen, ist die der linearen, 
und zwar ist die Beziehung dann auch eine ganze lineare — und um- 
gekehrt liefert jede lineare Differentialgleichung eine derartige Integral- 
beziehung. 

Es mag schon hier eine Bemerkung hinzugefügt werden, die wir 
am Ende dieses Paragraphen wieder aufnehmen, und die sich auf 
das AbeTsche Theorem der durch eine beliebige lineare Differential- 
gleichung erster Ordnung definirten Function bezieht; wir wollen, da 
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jede lineare Differentialgleichung erster Ordnung, wie oben gezeigt 
worden, die Eigenschaft hat, dass ihr allgemeines Integral sich als 
eine algebraische Function von zwei particulären Integralen und 
einer willkürlichen Constanten ausdrücken lässt, nunmehr zwei par- 
ticuläre Integrale als wesentliche Elemente des für diese Gattung von 
Differentialgleichungen zu entwickelnden AbeTschen Theorems auf- 
nehmen und finden somit, dass, weil für die .Gleichung (66) sich 

ergiebt, für den Fall, dass Jf{x)dx ein AbeVsches Integral erster 

Gattung für das Geschlecht p ist, und die den willkürlichen Argu- 
menten x^y x^ * ' * Xin entsprechenden Werthe von 0^^ und 0^ durch 

Jl) J2) (M) JX) J2) Ih) 

bezeichnet werden, 

(,a. _,a)) (,(*)_ 4^))... (,W_,^^_ 

setzt man nun nach dem AbeTschen Theorem für Quadraturen 

^f{x,)dx, +ffix,)dx, + . . +ff(x,)dx^=ff(X,)dX, + . • +ff{X,)dX„ 

worin die X mit den x in der bekannten algebraischen Beziehung 
stehen, und bezeichnet die den Argumenten X^, • • • X^ entsprechen- 
den Werthe von 0^ und 0^ durch Zl^\ • • Zl^\ Zf, • • Z^^\ so ergiebt 

sich offenbar das Ah eV sehe Theorem einer jeden linearen Differential' 
gleichung erster Ordnung in der Form 

(76) .... (.r'-.^>) (.f'-.f ) • • . (.r- ^v) = 

Es bedarf keiner weiteren Ausführung, wie das AbeTsche 

Theorem sich gestaltet, wennjf{x)dx nicht ein Integral erster Gattung 

ist, indem nur algebraische Functionen oder Exponentialgrössen hin- 
zutreten. 

Kehren wir wieder zu der oben angestellten Untersuchung zurück 
und nehmen an, die Function F der Gleichung (69) sei eine rationale, 
so wird die Gleichung (75) — sowie es die Untersuchung der ratio- 
nalen Beziehungen (33) und (34) ergab — als einzig möglichen Fall 
den der rationalen linearen Beziehung 

A ^1 + A 



s 



B,z, + B, 
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liefern; da aber auch ebenso 

«0^* + «1 



K h + h 



sein mfisste, und zwischen z^ und z^ keine algebraische Beziehung 
stattfinden darf, so wird z eine in z^ und z^ bilinear gebrochene 
Function sein mQssen, und wir finden, dass fiir Differentialgleichungen 
erster Ordnung, für Hcelche das allgemeine Integral eine rational ge- 
brochene Fundion zweier nicht algebraischer partiadärer Integrale, der 
unabhängigen Variabein und einer tmllkürlichen Constanten sein soll, 
diese Relation eine in z^ und z^ bilineare von der Gestalt 



ist, worin niQ, m^, m^, m, n^, w^, n^, n im Allgemeinen algebraische 
Functionen von x sind. 

« 

Setzt man nunmehr unter der Voraussetzung, dass die unab- 
hängige Variable x nicht explicite in F{z^, z^, c) vorkommen soll, 
also mQ, m^, m^, m, n^, n^, n^, n Constanten bedeuten, den eben ge- 
fundenen Werth 

(77) . . . . ;^ = F{z„ z„ c) = 3^1^+ *^^4^^« + ^ 

^ ^ ^ 1' ^' -^ n^ZiZ^-\-n^Zi+n^Z2+n 

in die Gleichung (71) ein, so folgt wegen 

dF Till \/^^Q I ^w»! , dm^ , dm \ 

-'(m^z,z.,+m^z, + m^z^ + m) (-^^1^2 + "äc ^1 + 'äT'^^ + ~d^)r 

(wo^i ^2 + ^1 ^1 + ^2^2 + ^y 

und 



dass 



ÖF 



BF 

'(^z'x 7/ [(Wg ga + n) (mpgg + m^) — {m^z^ + m) {n^z^ + n j] 



■ä^T^^^lt^^l 



ist, worin die Grössen a und b als Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung algebraisch aus z^, den m, n und den Differentialquotienten 
dieser Grössen nach c genommen zusammengesetzt sind. Bezeichnet 
man der Kürze halber den gesammten Goefficienten des Logarithmus 
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auf der rechten Seite der letzten Gleichung durch Jf, so wird 






dz^ f dF """^ ^ {z, — a) {z^ — b) 

wenn wieder berücksichtigt wird, dass wegen des geforderten alge- 
braischen Charakters der Function f{Xy 0^) die logarithmische Trans- 
cendente herausfallen muss, und es wird somit 



dF /• / dF \ . ^ dh ^ ,. da 
dF I JZ\ dF I ^^1 ^="6 



dz^ ^ \ de 

sein, so dass sich, wenn wieder ^2 gleich einer numerischen Con- 
stanten gesetzt wird, 

fix, 0,) = 9, (x) (Äe,' + Bz, + C) + i> (x) {Bz, + E) 

ergiebt, also die DifiFerentialgleichuug erster Ordnung in 

^ = ip{x){Az' + Bz-\-C) + il,{x){_J)!S + E) , 

Übergeht, worin A, B, C, Dy E Constanten, und 9(5?) und ^(rr) 
noch beliebige algebraische Functionen von x sind. 
Setzen wir nun 

Äip(x) = 0{x), B(p(x) + Di;(x)^W(x), 

worin wieder 0(x) und W(x) beliebige algebraische Functionen von 
X sind, so wird 

C(p(x) + Etix) = a^(a;) + 6 W(x), 

wenn a und b willkürliche Constanten bedeuten, und es nimmt somit 
die DiflFerentialgleichung erster Ordnung die Form an 

(78) .... -^ = 0(x)'Z^+ W(x) -0+ aO(x) + h W(x), 

für welche charakteristisch ist, dass das von der abhängigen Variabein 
freie Glied eine lineare. Zusammensetzung der Coefficienten von 0^ 
und ist, und wir erhalten somit den Satz: 

Die einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, für 
welche das allgemeine Integral eine gebrochene rationale Function zweier 
particulärer Integrale sein kann, deren Coefficienten von einer willkür- 
lichen Constanten y nicht von der unabhängigen Variahein erhängen, ist 
die durch die Gleichung (78) dargestellte ^ und zwar ist die Beziehung 
dann eine büineare von der Form {11), 

Stellt man nun für die Gleichung (78) in der Form 

^^0(x){z^ + a)+W{x){z + 1>) 

Königsberger, Differentialgleicb. 7 
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die Gleichung (73) auf, so überzeugt man sich leicht, dass die Be- 
dingung der Integrabilität dieser Differentialgleichung nur erfüllt ist, 
wenn a = -— h^ j d. h. die obige Differentialgleichung von der Form ist 

worin O (x) und W (x) algebraische Functionen von x bedeuten. 
Umgekehrt sieht man aber auch sofort, dass, weil die Gleichung (79) 

durch die Substitution =^ y — fc in die lineare Differentialgleichung 

erster Ordnung 

-^f + {W(x) - 2b<P(x))Z-\- 0{x) = 

Übergeht, und diese nach den obigen Ausführungen die folgende Be- 
ziehung zwischen dem allgemeinen und zwei particulären Integralen 

liefert 

Z=Ü{Z,~Z,) + Z„ 

für die Differentialgleichung (79) die entsprechende Relation existirt 

^— - \C~+l)z,-Cz\ + b ' 

und es folgt daher der Satz: 

Die einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, für 
Wiiclic das allgemeine Integral eine gebrocliene rationale Function zweier 
^yarticxdärcr Integrale sein soU, deren Coeffieicnten von einer willkürlichen 
Constantan, nicht von d(r unabhängigen Variabein abhängen, ist von der 
Form 

worin h eitie willkürliclic Gothstarüe bedeutet, und zwar existirt für alle 
die^i Differentialgleichungen in der Tliat eine- solche Beziehung in der 
Form einer bilinearcn Relation, 

Was die allgemeinere quadratische Differentialgleichung erster 
Ordnung betrifft, 

-^ = (o{x)z^+ £l{x) z + n{x), 

so geht dieselbe bekanntlich, wenn 

1 d log tt 

ö)(.r) dx 
gesetzt wird, in 

über, worin 
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ist, und seien zwei particuläre Integrale 

1 du^ 1 du^ 



■'^ a){x) dx ^ ^ OD {x) dx 



während das allgemeine Integral durch 

du^ , du^ 



+ c 



1 dx dx 



CO {X) Wj + C Mg 

dargestellt ist, so folgt 

(80) ••••^ — jiT+^r"' 

bezeichnet man fernerhin dem Werthe der Constanten c^ entsprechendes 
particuläres Integral durch z^, so dass 

wird, so folgt aus (80) und (81) durch Elimination von u^ und u^ ' 

^ ^ Ca ("^2 — ^8) + C (2^3 — ^l) ' 

und es ist somit für jede Differentialgleichung erster Ordnung von der 
Form 

-±. = G,(^) Z^+ fl{x) + 7t(x), 

worin (o{x\ ^{x), %{x) beliebige Functionen von x bedeuten, das allge^neine 
Integral eine rationale gebrochene Function ztveiten Grades von drei 
particulären Integralen mit constanten Coefßcienten, die in Bezug auf 
jedes der drei particulären Integrale linear ist. 

Zu den durch die Gleichung (79) charakterisirten DifiFerential- 
gleichungen mag noch bemerkt werden, dass vermöge der Substi- 
tution 

und nach dem durch die Gleichung (76) dargestellten AbeTschen 
Theorem für die linearen Differentialgleichungen erster Ordnung, wenn 
^1 und 02 zwei particuläre Integrale der Differentialgleichung (79) 
bezeichnen, 

^1? ^2) ^^» ^1 ; ^i > • • • ^1 ; ^2 J ^2 f "' ^2 f 

fir willkürliche Werthe der unabhängigen Variabein und die dazu ge- 
hörigen Werthe jener beiden particulären Integrale bedeuten, endlich 

die nach dem Ab einsehen Additionstheorem definirten unabhängigen 
Variabein und die zugehörigen Werthe der beiden particulären 
Integrale vorstellen, das erweiterte Ab eV sehe Theorem für die Differen- 
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rfie 2^<:>rw annimmt 

«<?mw eine Constanie bedeutet. 

Nachdem wir oben gefunden, dass nur solche in der Form (72) 
enthaltene Differentialgleichungen, welche durch eine lineare Sub- 
stitution aus den linearen Differentialgleichungen erster Ordnung ab- 
leitbar sind^ die Eigenschaft besitzen^ dass das allgemeine Integral 
eine rationale Function zweier particulärer Integrale und einer will- 
kürlichen Constante ist, liegt es nahe, die Bedingung der Integra- 
bilität der Differentialgleichung (73) überhaupt zu untersuchen, um 
die Möglichkeit von Beziehungen der Form (69) festzustellen. Die 
Integrabilitätsbedingung lautet, wenn wir der bequemeren Schreib- 
weise wegen die Variabein z, 0^, z^ durch x, y, z und die Functionen 
9i und ^, durch <p und ^ ersetzen: 

+ [9(y)^W vW^Cy)] [9'(^)^(^) <p(^)t\^)-9>{^)t\y)+<p\y)^(x)] 
+ [9 W ?^ W-9(^)*W] [9 (^) t{y)-9iy) ^'(^) -9>(y) t\^)~9i^My)] = o 

oder, wie leicht zu sehen, 

\v{x) tiz) — (pisi) t{x)\[(p\y) t(y) — t'(y) <p(y)] 
+ [9 (y) ^ (^) - 9 («) ^(y)] [9' (^) t (^) — t' (^) 9 (^)] 
+ \v W ^ (y) - 9 (y) V' (^)] [9 (^) ^ (^) - ^' (^) 9(^)] = 0, 

oder endlich, indem wir diese Gleichung als Differentialgleichung 
in tp (y) als Function von y auffassen, wobei x und z als Parameter 
y.u betrachten sind, 

9>'(y)-9.(y)[;'^f+,-|)] = e. 

worin ♦ 

f> ^ ? (^^ I v' W ^ W — ^' W y (>g)] — » (.g) W (^) ^ (^) — ^' (^) y W] 

^ ^ <p («) |<p' (^) 1^ {2) — •0* (5) 9 (b)] — _9 W [9 ( x) » (a) — ■»' (j?) 9 (a;)] ^ 
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Die Integration der obigen Dififereritialgleichung liefert 

worin B eine willkürliche Function von x und z ist, oder 

Nun sollen aber (p (y) und ^ (y) algebraische Functionen von y 
sein, es kann also entweder JB = 0, also (p{y) = T * tif (t/) sein, oder 

r dy 

es ist eJ ^^y^ eine algebraische Function von y, d. h. es ist 
^ (j/) = -^^ j-T , wenn ;|r (y) eine algebraische Function bedeutet, 

und daher 

"Pyy) — -^ d\ogx{y) P dlogx(y) ' 

dy dy 

im ersten Falle geht die Dififerentialgleichung (72) in 

d. h. in 

(Ä) ^ = U{x) dx 

über, worin U eine algebraische Function von x darstellt, im zweiten 
Falle nimmt jene Dififerentialgleichung die Form an 



dz / X 



dz(i) 



dz 



P dx(e) 
dz 


+ ■ 


■* («) z («) 

dz « ' 
dz 



in welcher P wegen des algebraischen Charakters der vorher mit 9? (y) 
bezeichneten Function eine rationale constante Zahl sein muss, oder 

wenn 0(x) und W{x) wieder algebraische Functionen von a? bedeuten. 
Was nun die Gleichung (A) angeht, so liefert diese den schon früher 
behandelten Fall der Quadraturen, andererseits ist aus (B) unmittel- 
bar zu erkennen, dass die Substitution j^(^0)==Z dieselbe in 

^ = 0{x)Z''+'+V(x)Z, 

oder wenn Z"^ = ^ gesetzt wird, in 

■^ + PWix)t=-POix) 

überführt, und da für die letztere, wenn g^ und gg zwei particuläre 
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lutegrale bedeuten, wie oben gezeigt worden, 

ist, so wird dem entsprechend 

z-^ = (^^ - z-') + Z-' 

sein, und daher, da x{z) ^= Z die algebraische Beziehung zwischen z 
und Z darstellte, die zwischen dem allgemeinen und zwei particulären 
Integralen der Gleichung (B) bestehende algebraische Beziehung 

sein; jedenfalls ist diese zweite Gattung von Differentialgleichungen 
aus der linearen erster Ordnung durch eine algebraische Substitution 
für die abhängige Variable, welche die unabhängige Variable nicht 
enthält, abgeleitet, und umgekehrt versteht es sich von selbst, dass 
zwischen dem allgemeinen und zwei particulären Integralen einer durch 
eine algebraische Substitution aus der linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung abgeleiteten Differentialgleichung ein algebraischer 
Zusammenhang stattfinden wird, so dass wir den nachstehenden Satz 
erhalten: 

Die einzige Klasse derjenigen Differentialgleiehungen erster Ordnung^ 
für welche das allgemeine Integral eine algebraische Function zweier 
particulärer Integrale und einer willkürlichen Constanten ist, in welcJie 
die unabhängige Variable nicht eintritt, ist die der linearen Differential- 
gleichungen erster Ordnung und der durch algebraische Substitution aus 
diesen abgeleiteten. 

Bevor wir nun zur Aufstellung der allgemeinen Form des er- 
weiterten AbeTschen Theorems für beliebige homogene lineare 
Differentialgleichungen übergehen, mögen noch einige Bemerkungen 
über die Eigenschaft solcher Relationen vorausgeschickt werden. 

Es ist bekannt, dass, während die elliptische Function sinamu 
ein Additionstheorem besitzt, vermöge dessen sich sinam (u + ^) al- 
gebraisch durch sinam M und sinam i; ausdrücken lässt, der Funda- 
mentaltranscendenten der elliptischen Functionen, der -ö'-Function, 
kein solches Additionstheorem zukommt, und man kann die Unmöglich- 
keit des Bestehens eines solchen unmittelbar einsehen, da, wenn z. B. 

^,(u + v) = F{^,(u), »,(v)} 
wäre, worin F eine algebraische Function bedeutet, die rechte Seite 
für alle Werthe von v, welche ^i(v) = machen, nur eine endliche 
Anzahl verschiedener Werthe annehmen könnte, während diese Werthe 
V = m -^ m , worin r den 'O'-Modul bedeutet, der linken Seite die 
unendlich vielen verschiedenen Werthe 

^^ (u + m + nx) « (- ly^-^- g-»(2«4-»r)^/ ^^ ^^^ 

geben würden. 
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Ebenso ist leicht einzusehen, wesshalb für AbeTsche Integrale 
erster Gattung, deren Geschlecht p > 1 , sich nicht die Summe be- 
liebig vieler mit willkürlichen Grenzen stets zu einem solchen Inte- 
grale vereinigen lässt, da, wenn 

Zi Äj Zf £ 

I yd^ + / ydz -{- j yd^ -{- . • • = / yd^ 

wäre, für fest angenommene Integrationswege auf der linken Seite 
der Gleichung diese ganze linke Seite einen fest bestimmten Werth 
haben würde, der jedoch für Z noch nichts bestimmen würde, da Z 
bekanntlich keine Function des Integralwerthes von endlicher Viel- 
deutigkeit ist. Vielmehr lässt sich eine beliebige Anzahl solcher 
Integrale stets zu p gleichartigen zusammenfassen, deren obere Grenzen 
Losungen einer algebraischen Gleichung sind, deren Coefficienten 
rational aus den Grenzen der gegebenen Integrale und der zu ihnen 
gehörigen algebraischen Irrationalitäten zusammengesetzt sind, und 
dieselbe Beziehung findet dann für jedes zu dieser algebraischen 
Irrationalität gehörige Integral erster Gattung statt. Femer weiss 
man aber auch, dass, um als Beispiel die hyperelliptischen Functionen 
erster Ordnung herauszugreifen, für die eindeutigen Umkehr ungs- 
functionen des Systems 



dz 



^1 



u^ 



J VB(z) '^J'VBiz) 
/* zdz /• zdz 

Jww^Jww 

Additionstheoreme von der Form bestehen: 

worin jF\ und F2 algebraische Functionen der eingeschlossenen Grössen 
bedeuten, und man kann unmittelbar einsehen, dass al^ (mi+ v, , Wj + ^'2) 
sich nicht etwa nur durch eine Function für die beiden Argumenten- 
paare algebraisch wird ausdrücken lassen j denn wäre 

all K + ^1? % + ^2) == /" { «'1 K; ^2)7 ^h {^i> '^2) } ? 
so würde man, ähnlich wie es oben für die '^'-Function geschehen, 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Werthe für die rechte Seite 
der Gleichung erhalten, wenn man ali(v^j V2) = a setzt, worin a 
eine fest gewählte Constante bedeutet, während die linke Seite wieder 
unendlich viele Werthe annimmt; es müssen somit in das AbeTsche 
Theorem zwei selbständige Functionen eintreten, wie wir es schon 
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oben für lineare Differentialgleichungen erster Ordnung gefunden 
haben. 

Sehen wir nun von der Form des Aberschen Theorems als 
einem Additionstheoreme ab und betrachten für zwei Functionen 
zweier Variabein /*i(w, v), /i (w, v) das Abel 'sehe Theorem in der 
Gestalt 

(a)----^i {9iK,Vi),^i(%,V2)} = 

Fl [/; K, W2). h K? «*2)* fi (^1 » ^2); f^ K, ^2)] 

(b) .... ^2 {92(^1^ ^1); ^2(^2? ^2)} = 

worin (p^, g>2> ^i> ^2 algebraische Functionen bedeuten sollen, so folgt 
aus der ersten dieser beeiden Gleichungen (a), wenn dieselbe nach u^ 
und v^ differeutiirt und aus diesen so entstehenden Gleichungen 

/i K^i y W i)_ eliminirt wird, wobei v. und v^, nunmehr als constante 
Parameter betrachtet werden sollen, eine Gleichung von der Form 

(A) .... 0, [^^^, ^^' tu, "'^ ' /i(«i.«O,rs(«i,«.),«„«,)==0, 

und ebenso, wenn jene erste Gleichung nach u^ und v^ differentiirt 
wird, 

genau so aus der Gleichung (b) 

(D) .... w, \^^^^l^, ^^-^, /;K,«,),r. («„«,), M„ «,) =0. 

Fasst man nun in den Gleichungen (A) und (C) die Grösse u^ 
als Parameter auf, so wird man, nachdem jede derselben nach u^ 
differentiirt ist, aus den so erhaltenen 4 Gleichungen die Grössen 

/iC^i; ^2)7 — a^u' > — g 2 " eliminiren können und erhält 

somit für die den Gleichungen des Ab eV sehen Theorems (a) und (b) unter- 
worfene Function fi{u^y Wg) das Besultat, dass dieselbe als Function 
von Ui aufgefasstj einer Differentialgleichung zweiter Ordnung genügen 
muss. So folgen aus dem oben hingeschriebenen System hyper- 
elliptischer Integrale unmittelbar die Beziehungen 



dz^ l . dz^ 1 - 


dz, z, . dz^ z^ 


oder 

dz, z,yE(z,) 
du, z^ — z, ' 


dz, _ z,yEiz,) 
du, 1^1 — ^i ' 
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und hieraus durch DiflFerentiation der ersten Gleichung nach u^ und 

dz . . 
Elimination von ^^ und -^-^ die DiflFerentialgleichung zweiter prduung 

für j^i als Function von u^ aufgefasst. Dass diese letztere die 
Variable u^ nicht explicite enthält, sieht man unmittelbar aus der 
Form der Gleichungen, und es ist klar, dass dies stets der Fall sein 
wird, wenn in den Gleichungen (a) und (b) die Functionen (pi(Ui, v^), 

92(^1; ^1)? ^i(^2> ^2)? ^2(^2? ^2) lineare Functionen ihrer Variabein 
sind, also das AbeTsche Theorem ein Ädditionstheorem ist, da 
nur die Differentialquotienten der 9- und ^-Functionen, welche in 
diesem Falle Constanten sind, in die differentiirten Gleichungen (a) 
und (b) eintreten, wie es in der That oben bei den hyperelliptischen 
Functionen der Fall war. Schon aus diesem letzteren Umstände 
könnte man, wenn man die ümkehrungsfunctionen der particulären 
Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung zu Hülfe nehmen wollte, schliessen, dass ein ÄbeVsches 
Theorem, welches zu p = 2 gehört, nie die lineare Form 

(m) A^Z^ + A^Z^ + «0 + «1^1 + «2^2 + «3% H = 

haben Jcann, wenn ^1, ^2? ^3; • • • ' ^^^ Werthe ein und desselben parti- 
culären Integrales einer homogenen irreductibeln linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit variablen Coefficienten für die unabhängigen 
Variabein x^, x^y x^, • • • , Z^ und Z2 die Werthe desselben particulären 
Integrales für die Variabein X^ und X^ bedeuten, welcJie algebraisch 
von Xi, X2, x^y • • • abhängen und endlich Oq, a,, ag, • • • -4^, A^ al- 
gebraische Functionen der Variabein vorstellen, ein AbeTsches Theorem, 
wie es z. B. für AbeTscbe Integrale erster Gattung, welche zum 
Geschlecht p = 2 gehören, in der That durch die Form 

gegeben ist. Man kann diesen Satz aber auch direct beweisen, doch 
wollen wir, da das Resultat nur ein negatives ist, den Gang des 
Beweises nur kurz skizziren: substituirt man nämlich in Gleichung (m) 
statt 0^ /Ltj^i , wo fij eine willkürliche Conetante bedeutet, so wird 
man nach dem Satze I des § 5 Z^ durch m^Z]^ + m^ Z^ und Zg durch 
WjZg-l-w/Zg' zu ersetzen haben, wenn Z^ und Z^, Z^ und Z^ die 
Werthe der beiden particulären Fundamentalintegrale der gegebenen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung für die resp. Argumente 
Xj und Xg sind, und ähnlich, wenn z.^ durch 1X2^2? ^^^ ^3 durch yi^z^ 
ersetzt "werden, so dass man aus (m) die vier Beziehungen herleitet: 

O.^lZ/+l-^2^2 + 0-42^2' + (^l^l + «0 + «l^l + «2^2 + «3'^3 + ---)=0 

yn^'A^Z^+ n^A^Z.^ + < J-gZ/ + (m^A^Z^ + «0+ ^ia^i2i+ «2^2+ «s ^3 H ) = 

m^A^ Z/+ n^A^Z^ + n^ A^Z.^ + {m^A^Z^ + «0 + «1^1 + ft2»2^2+ ^^s^sH ) == 

w/^lZ/-j- W3^2^2 + < A-Z2'+ (Wg^lZi + «0+ «1^1+ «2^2+ f*3«3^3+ • ") = 0. 
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Betrachtet man dieselben als ein System linearer Gleichungen 
in den Grössen A^Z^y A^Z^y A^Z^ und 1, so muss die Determinante 
verschwinden, und da diese wiederum eine lineare Function in 
Zij ^i; ^2; ^3? • • • sein würde, andererseits aber, wie vorher gezeigt 
worden, ein AbeTsches Theorem mit der festen Zahl p=l nicht 
existirt, so müssen die Coefficienten der einzelnen Grossen verschwin- 
den, und somit, 



= 0, 



10 1 




10 1 




10 1 


Wj Wj Wi nii 


= 0, 


m^ Wj n^ ft^ 


= 0, 


m/ i^i i*i' 1 


m^ n^ Wg Wg 




mg' ng Wg' 1 




mg aig Hg ftg 


mg Wg Wg Wlg 




mg' Wg Wg' 1 




mg' Wg < 1 




m« 



1 

Wg Wg' 



1 
1 
1 



^3 **3 ^3 ^3 



= 0, 



10 1 

m^' Wj n^' 1 

mg' Wg Wg' 1 

mg' Wg Wg' 1 



= 



sein, woraus wiederum leicht vermöge der Willkürlichkeit von f^i, ft^, f^s 



m^ Wj Wj 
mg' Wg Wg' 

mg' Wg Wg' 



^2 ^3 ^9 ^-2 '^ ö 

0, m/ Wg' — mg' Wj' = 
m^' Wg' — mg' Wi' = 



geschlossen wird. Bemerkt man nun, dass aus diesen Bedingungen 



m 



m, 



m 



folgt, dass —V = —V == — %• von den Grössen /üi, ^1-2, /*3 unabhängige 

»ri Wo Wo 



W, Wg 



numerische Constanten sind, und geht wieder zu den vier oben auf- 
gestellten linearen Beziehungen zurück, so sieht man, wenn z. B. 
aus der zweiten und dritten Z^^ eliminirt und das Resultat mit einer 
der anderen beiden Gleichungen zusammengestellt wird, dass jene 
Gleichungen nicht mit der Annahme der Willkürlichkeit der Grössen 
fii, ftg, /ig vereinbar sind. 

Nachdem wir oben gesehen, dass schon bei den Differential- 
gleichungen erster Ordnung zwei particuläre Integrale in das AbeTsche 
Theorem eintraten, wollen wir nun zum Schlüsse dieser Untersuchungen 
die Frage erörtern, welches die Form des AbeTschen Theorems für 
alle homogenen linearen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung 
sein muss oder welches die allgemeinste Form einer algebraischen 
Beziehung zwischen particulären Integralen derselben für algebraisch 
von einander abhängige Werthe der unabhängigen Variabein ist. 

Sei die lineare Differentialgleichung m*®' Ordnung 



(83) 



dTz 



i— 1 



vorgelegt, in welcher y^, y.^, 



, ( T -z 



dz 



ym irreductible algebraische Functionen 
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bedeuten sollen, seien femer z^^ Z2y' ' ' 0m wi particuläre Fundamental- 
integrale derselben, und mögen die Werthe Von ^^ für die Argumente 
Xi, X2f ' ' ' Xx, Xi, X2, ' ' ' Xp mit ^pi, Zq2, • • • 0QXf Z^i, Zq2, • • • Z^p 
bezeichnet werden, wobei X^, Xg, • • • Xp algebraisch von x^^x^,' - - Xx 
abhängen, so soll die Form einer algebraischen Beziehung, die zwischen 
den particulären Integralen für die angegebenen Argumente statt- 
findet, 

(84) • • • 1^(^11, ^21? • • ' ^«1, Z^^, Zi2f ' • • Zip, Zgi, Z22, • • • Zip, 

Zml) Zm2} • • • Zmp) = 0, 

in deren Bezeichnung wir die Werthe der Integrale für die unabhängigen 
Variabein x^yX^, "Xx nicht aufgenommen haben^ näher untersucht wer- 
den. Machen wir nun die Annahme, dass das Integral s^ nicht schon 
einer Differentialgleichung von niederer Ordnung als der m^^ Genüge 
leistet, so folgt aus dem Satze I des § 5 von der Erhaltunjif der alge- 
braischen Beziehung, dass, wenn statt z^^ resp. ^^d ^sd' ' ' ^»ii gesetzt 
werden, die Gleichung (84) bestehen bleibt, wenn man nur statt Z«^ und Za i 

CIIqZiq -{-OiQZiQ '{■"'-{' amQZinQ UUd 611^11 + &21^21 H h ^wl^ml 

substituirt, so dass sich m Gleichungen ergeben, aus denen sich 
^11; ^2i> • ■ * ^wi in der Form darstellen lassen 

^11 °^ 9^1 \Zii} Z^27 ' ' Zip, Z^i, ^22, • • Zip, • ' Zml, Zm2) • • Zm^ 
^21 °™ 9^2 (-^11 > -^12; * * Zip, Z21, Z22y' ' Zip, • • Zful, Zjui^ • • Zmp) 



(85). . 



,0ml=^^m{Z^l, Zi2) ' • Zip, Z21, Z22) ' ' Zip, • • Zml, Zmi, ' ' Zmp)- 

Setzt man in einer dieser Gleichungen 

(86) • • ZqI = ^Q\Z^^, Z^2y ' • Zip, Z21, Z22, • • Zip, • • Zmlj Z,n2, * * Z^p) 

ItfiZ^i statt Zqi, so wird man wieder statt Za^ 

zu substituiren haben, und erhält somit 

(87) ^.^.x^^yKi^n + • • + <Ü«.i. • • <K + • • +<^J' 
und daher aus (86) und (87) die Beziehung 

(88) 9>,« ^n + • • • + <'i Z^v • • • < ^x, + • • • + <l Z,J 

= ^q^Q{Z^^, • • • Zip, ' • • Zml, • • • Zmp), 

in welcher ft^ eine willkürliche Constante und die Grössen m^^j von 
dieser abhängige Gonstanten bedeuten. 

Nimmt man nun an, dass die der Untersuchung zu Grunde ge- 
legte Gleichung (84) eine algebraische Beziehung zwischen den par- 
ticulären Integralen der linearen Differentialgleichung für die Meinste 
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Anzahl p + 1 algebraisch von einander abhängiger Argumente liefern 

soll, oder dass nicht schon zwischen den particulären Integralen für 

die Argumente X,, X2, • • • Xp eine algebraische Beziehung bestehen 

soll; so wird die Gleichung (88) eine identische sein müssen und 

daher für willkürliche Werthe der Zafi und beliebige Werthe von ft^ 

gültig sein. Bezeichnet man nun der Kürze halber die Argumente 

der auf der linken Seite der Gleichung (88) befindlichen 9 -Function 

mit 

I„ II,, '"Ml, /2, 7/2, . • Jfg, • . . Jp, IIp, '" Mp 

und die zugehörige 9? -Function durch O^, so folgt durch Diflferen- 



tiation der Gleichung (88) nach Z,,, 



(89) 



(1) ^% , (2) ^^Q , 



' Zmif ' • • Zip, • • • Zfnp 



.(m) ^^Q _ 



dtp 






£_ 

2a 



.(1) ^^C> 



.(2) ^^(? 



.(«0 ^^? _ ^^- 



<;-a77 + <:.ält + --- + ^-lir^ = ^^ ' 



•ff 



ff 



dZ ' 



und wenn man (88) nach ft^ diflferentiirt 



(90) 




a ■ 



a*. 



dl 






a 



da 



+ ^2ff 



(2 m 



(1) 

2(7 



dft, 



-f- • • • -f- ^„,0 



dm 



(1) 
mff 



dft. 



+ 



+ 1^ 



aiif. 



^iff '' 



^(^o 



-}- Z2a 



dtfi, 



(w) 



2ff 



d(i^ 



-}-••• + Zma 



am 



(m) 
'wiff 



dft, 




= 9^e 



a^ 



Die aus dem Gleichungssystem (89) sich ergebenden Werthe für 







d^. 



dl, ' dll, ' 



liefern in (90) eingesetzt die Beziehung 



(91) 



dtp, 



' ^ Z^ \ 1 ff 1 ff • 2a 2a * ' ma mar 

^ ^2a ^ ' 

+ 

mff I 

worin die a von ft^ abhängige Constanten bedeuten, somit eine lineare 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung von 9)^. 
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Bekanntlich reducirt sich die Integration dieser partiellen Differen- 
tialgleichung auf die Integration des Systems totaler DiflFerential- 
gleichungen 



(92) 



dw 



R_ 



dZ,, 



dZ. 



ml 



9>, 



CD 7 , , ^(1) y 

11 11 ' ' ml ml 



11 11 ^ ' ml ml 



dZ,, 



dZ. 



m2 



«<*' Z + . . + a<'' Z 



12 12 



m 2 m 2.' 



19 19 1^ 1^ *^».i9 * 



12 12 



in 2 m 2 



dZi 



C?^. 



mp 



„Wz +.. + «w^ 

Ip 1 1/ ' ' mp r 



plp' ' mp mp Ip ip 

oder mit Hülfe einer Variabein u auf das System 



Ijö Ip ' ' mp mp 



d2t„ 



(93) 



.(1) 



(1) 



d 



11 la la * ' ma ma 



6 = \y 2, - ' ' p 



• • • • 4 



dZ 



ma 



.(»«) 



(m) 



dl« 



^la la *^ i^ rna^ma 






Bezeichnet man die Lösungen der Gleichung 



1 a a zo 



a 



(2) 

1<T 



(2) 



• • 



a 



a 



(1) 

ma 

(2) 
'ma 



a 



(m) 
la 



a 



(m) 
2<7 



a 



(m) 
ma 



V 



a 







mit v'^K v^^\ • • • v^"'^ , und bestimmt eine Reihe von Grössen A als 

a ' a ^ a * 

Lösungen des Systems linearer Gleichungen 






' m <J m (T 
• m<y m(J 








so ergeben sich bekanntlich für das System der Dififerentialgleichungen 
(93) die Integrale 
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oder 

Da nun diese Gleichungen, nach den Cia aufgelöst, Ausdrücke 
von der Form liefern 



— V 



Cf a — 9^(> 






' ? 



worin die jB wiederum Constanten bedeuten, so wird das allgemeine 
Integral der partiellen DiflFerentialgleichung(91), wenn y^ der Gleichung 
(86) gemäss durch z^i ersetzt wird, durch die Beziehung gegeben sein 

(94) .... FJv"'"«^» + <'^.x + • • • + ^!:x^™i). 



(«) 



-Vi (_b("')^ + _|_ £('»)^ ) 

(>1 \ 11 11 « ' m\ ml I ' 

^-''p'(5f'Zi„+ + ^!:xj, 

^1 \ Ij) Ip ' ' mp m Pf ' 

s-f'v\B''T^Z, + + B^""^ )1 = 0, 

^1 \ Ip Ip ' ' 'mp mpf j ' 

worin F eine willkürliche Function bezeichnet, und die Grössen B 
von den anderen unabhängigen Variabein X2, - * - Xx und den zu- 
gehörigen Integralen algebraisch abhäugen. Dies mrd somit die 
allgemeinste Form der Gleichung (86) sein^ welche den Gleichungen (85) 
gemäss ein Element des erweiterten Ab eV sehen Theorems für eine alge- 
braische Beziehung zwischen den particulären Integralen einer homogenen 
linearen Differentialgleichung mit algebraisch unter einander verbundenen 
Argumenten bildet. 

Gehen wir nun ein wenig näher auf die linearen homogenen Diflferen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung ein; es war im § 3 gezeigt worden, 
dass, wenn solche Differentialgleichungen reductibel sind, entweder 
zwischen zwei Fupdamentalintegralen eine algebraische Beziehung 
stattfindet — worin der Fall, dass die Integrale selbst algebraisch 
sind, eingeschlossen ist — oder dass dieselben eine lineare Differen- 
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tialgleichung erster Ordnung als Integral besitzen, und zwar dann 
auch stets ein Integral von der Form 

f(p{x)dx 

worin q>{x) eine algebraische Function bedeutet; ist nun dieses letztere 
der Fall, so erkennt man sofort die Form des AbeTschen Theorems 
für zwei transcendente particuläre Fundamentalintegrale z^ und z^ 
der reductibeln DiflFerentialgleichung zweiter Ordnung. Denn, da für 
zwei bestimmte constante Werthe a und h 

ist, so folgt vermöge des AbeTschen Theorems der rechten Seite 

dieser Gleichung, wenn z. B. vorausgesetzt wird, dass j<p(x)dx ein 

Integral erster Gattung vom Geschlechte p ist, in bekannten Be- 
zeichnungen 

= (aZf>+6Z<,").--W+5^r); 
SO hat z. B. die Differentialgleichung 



dx^ ' dx 

in welcher P eine beliebige algebraische Function bedeutet, die bei- 
den Fundamentalintegrale 

g^ = ^fe-f'''+'^'" dx und ^, = - ^J'e-f"'-^'^'" dx + C, 
und das für diese geltende Abel'sche Theorem lautet 

(^r> + 4^') (^f + 4"') • • • (^r + 4"^) = ^i + ^. , 

wenn 

^ ~ ^1 + ^2 + • • • + ^it. 

ist, da 

also e* selbst ein Integral jener Differentialgleichung ist. Stehen da- 
gegen zwei particuiäre Fundamentalintegrale in algebraischer Relation 

(95) ••••^2==A^;^i); 

so folgt einerseits aus der bekannten Beziehung 
die Gleichung 

/■r\r»\ df . df dz^ r, dz^ ^fPdx 

in welcher c^ eine bestimmte, den in Frage stehenden z^ und z^ zu- 
gehörige Constante bedeutet, andererseits führt die Bedingung, d&ss 



V i i^^ = ce-f''- 
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z^ und z^ durch die Beziehung (95) mit einander verbunden sind, 
wie schon aus der Gleichung (18) des § 3 gefolgert wurde, auf 
die Beziehung 

^ ^ ozx \ dx I ' cxdzi dx ' 



dx' 



-«^•äV + ^w + «/"='^i 



da nun die beiden Gleichungen (96) und (97) zu gleicher Zeit statt- 
finden müssen, so wird man den Werth von -^ aus (96) in (97) 

Ol X 

einsetzen können und auf diese Weise eine Gleichung erhalten 

(98) • . . . Fix, z, , qe""-^"^^') = 0. 

Vor allem ist klar, dass diese Gleichung, vorausgesetzt, dass P 
nicht das logarithmische Differential einer algebraischen Function ist, 

nicht eine in der Transcendenten e^J^^" identische Gleichung sein 
kann; demi es folgt, wie man durch Ausführung der Elimination un- 
mittelbar sieht, dass das Verschwinden der Coefficienten von 

e ^ und e ^ , 

wenn z^ selbst als nicht algebraisch vorausgesetzt wird, die Gleichungen 
nach sich zieht, 

^ ' = = 

^ P /»• ^ o» ' 



d. h. es wäre -ö — eine Constante, und jene algebraische Relation 

von der Form 

Z2 = ÄZi + B, 

worin Ä eine Constante und B eine algebraische Function von x ist; 
dies kann aber nicht sein, da dann auch B ein Integral wäre, und 
die Differentialgleichung somit ein algebraisches Integral hätte, welcher 
Fall 'ausgeschlossen werden soll; es kann somit (98) keine in der 
Transcendenten identische Gleichung sein, sondern wird die Form 
annehmen 

e-f^"' = F, ix, z,) , 

worin F^ eine algebraische Function bedeutet, und hieraus folgt 
offenbar wieder ein AbeTsches Theorem von der Gestalt 

F,{x,, dl^) F, {x„ .f) . . F, {x„ .f) = F, (X„ Z;>) . . F,(X„ Zl"^) . 

Es war nun oben die Annahme gemacht worden, dass P nicht 
das logarithmische Differential einer algebraischen Function g)(x) 

sein sollte, in welchem Falle die Transcendente e*^^"^". = ^(oo) würde; 
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wäre dies der Fall, so ginge die Gleichung (96) in 

Über, und es fragt sich, was aus (98) und (99) für das AbeTsche 
Theorem gefolgert werden kann. 'Wir wollen jedoch bei dieser Ge- 
legenheit die Frage allgemein erörtern, was man aus der Annahme, 
dass .zwischen zwei particulären , nicht algebraischen Integralen einer 
homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung eine alge- 
braische Beziehung stattfindet, schliessen kann — eine Untersuchung, 
welche die am Ende des § 3 angestellte ergänzt — und erst dann 
wieder auf das vorliegende Problem zurückkommen. 

Nehmen wir also an, es bestehe zwischen ^^^ und ^2 ^^^^ alge- 
braische Gleichung 

^2 = fi^, h) » 

so dass z^^ wie oben gezeigt worden, der Differentialgleichung erster 
Ordnung genügt 

oz^^ \ dx / ' dxoz^ dx ' dx^ ^ ^ oz^ ' ox \ ^' ' 

so war früher bewiesen worden, dass, wenn eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit einer in Bezug auf den ersten Differential- 
quotienten algebraisch irreductibeln Differentialgleichung erster Ordnung 
ein nicht algebraisches Integral gemein hat, diese letztere ein alge- 
braisches Integral der vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ordnung 
ist; denken wir uns also die obige Differentialgleichung erster Ordnung 
in Bezug auf x und 0^ rational gemacht, so wird ein in Bezug auf 

^ — algebraisch irreductibeler Factor, weil derselbe durch = 0^ be- 
friedigt wird, alle Integrale mit der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung gemein haben, alle seine Integrale werden also die Form haben 

worin fi^ und ftg ^^^ einer willkürlichen Constanten abhängige con- 
stante Parameter sind; da nun ferner zwischen einem Integrale 02 
der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung und 
dem nicht algebraischen Integrale 0^ der in Bezug auf den ersten 
Differentialquotienten algebraisch irreductibeln Differentialgleichung 
erster Ordnung der oben angenommene algebraische Zusammenhang 
stattfindet, so muss derselbe nach dem Satze I des § 5 erhalten 
bleiben, wenn statt 0^ ein willkürliches Integral der Differential- 
gleichung erster Ordnung und statt 02 ein passendes derjenigen zweiter 
Ordnung substituirt wird. Es folgt also die Beziehung 

Königgbergcr, Differeutialgleich. 8 
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oder 

worin ^j, ftg? %; ^2 bestimmte Functionen einer willkürlichen Con- 
stanten X sind. Die Differentiation dieser Gleichung nach 0^ und A 
— und diese ist erlaubt, weil jene Gleichung z^ nicht als alge- 
braische Function von x der Voraussetzung nach ergeben darf, also 
in dieser Grösse z^ identisch sein muss — liefert die beiden Gleichungen 

df{x,^,z,+^,fix,z,)) l df{x, z,) \ _ ^ , ^ df{x, z,) 

a(^... + f^.A-,g.)) V^^"5r+/^^^^i) dA ; 

woraus sich durch Division unmittelbar ergiebt 

worin A, B, C, D Constanten bedeuten, und diese Gleichung kann, 
da sie für jedes z^ bestehen muss, als eine Differentialgleichung in 
der unabhängigen Variabein z^ und der abhängigen /"(a?, z^ = Z^ 
von der Form aufgefasst werden 

dZ^ {AZ^ + Bz^ -f dz^ (GZ^ + Dz^) = , 

worin jedoch Z^ eine algebraische Function von z^ sein soll. 

Das Integral dieser homogenen Differentialgleichung erster Ordnung 
ist bekanntlich, wenn Z^^= z^u gesetzt wird, 

Aog ^1 -rj j^u^ j^ {B -^ C)u + D ~^' 

worin c eine von z^ und u unabhängige, aber noch von x abhängige 
Grosse bedeutet, oder wie unmittelbar zu sehen, 



_2L_ ^1 



worin •«, j8, /*, v Constanten, x von x abhängig ist, oder endlich, 

Z ' 

da M == -^ und Z^ = f{Xj z^) = z^ ist. 



(100) 



if - ') 



\ d.h. ^'^ 


A* 

V 



fl — V 



(f - r (t - ') 
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Ohne nun auf die Punctionalgleichung zurückzugehen und weitere 
Bedingungen für die in de» zuletzt gefundenen Form vorkommenden 
Constanten zu ermitteln, können wir unmittelbar folgern, dass, wenn 
wir statt von der Beziehung 02 = f(Xy 0^ auszugehen, die inverse 
Beziehung 0^ = F{Xy z^ zu Grunde gelegt hätten, wir zu dem Aus- 
drucke gelangt wären 



m 



ii-') 



(1-') 



m — n 
m — n 



worin wiederum a, 6, m, n Constanten und h von x abhängig ist. 
Da nun aus der zweiten Gleichung folgt 



m 



(101) 



/«. 


0/ 


■ s= - 


-h 


n 


1 
^1 




(.:- 








n 


7 


/«, 


ivm-n 


^m-n 





so wird diese Beziehung, da z^ und z^ nicht algebraische Functionen 
von X sein sollen, mit (100) identisch sein müssen, und es ergiebt 
sich somit 



1 7. 1 1 ? 



/* — -r 



^H-v 



Da die Beziehung zwischen z^ und ;2?i eine algebraische sein soll, 

so werden —^ — und rationale Zahlen sein müssen, wobei offen- 

bar fi und v als ganze Zahlen betrachtet werden können; da aber 



f* 



(l — V fl — V 

V 



1, 



so folgt, dass, wenn = k gesetzt wird, die obige Beziehung in 

,1+1 



oder in 






X 



(102) .... ^'\'^''''f\^ = ^ 



übergeht, worin A eine rationale Zahl und x eine algebraische Function 
von X bedeutet. Hat die Gleichung Äu^ -|-(-S + C')w + J^ = 
zwei gleiche Lösungen , so überzeugt man sich unmittelbar, dass das 

8* 
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Integral der oben aufgestellten Differentialgleichung in x und u nur 
dann auf eine algebraische Beziehung führt, wenn B = C ist, und 
dann lautet die gesuchte Beziehung zwischen 0i und ^2 

und wäre somit in der obigen für /3 = a enthalten. Ist endlich 
A = Oj so geht die obige Gleichung in 

Bdu 



log^i+J- 






über, welche somit, wie unmittelbar zu sehen, die Beziehung liefert 

{02 + «^i/ = X<"S 

worin wieder q eine rationale Zahl und x eine algebraische Function 

von X sein wird*); aber auch diese Beziehung kann man als in 

der Form (102) enthalten betrachten, wenn man in jener /3 = cx), 

A + l = 9 und X statt ( — ßy~^x setzt, — so dass die Be0iehung {\02) 

die ein0ig mögliche algebraische Beziehung zwischen zwei particulären 

Integralen einer Jiomogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

liefert, vorausgesetzt, dass diese Integrale nicht selbst algebraische Functionen 

sind. 

Wir kehren nun nach Feststellung der allgemeinen algebraischen 

Relation (102) zwischen z^ und Z2 wieder zur Herleitung des für 

diesen Fall einer reductibeln linearen Differentialgleichung zweiter 

Ordnung geltenden ÄbeTschen Theorems zurück, das jedoch nur 

für den Fall noch zu entwickeln war, in welchem 

p^ d log y (x) 
dx 

und (p (x) eine algebraische Function von x ist. Da aber in der 
Beziehung (102) die Grössen 

02 — - a0i = ^2 ; ^2 — ß^i = ^1 
wieder particuläre Integrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung 
sind, weil a und ß Constanten bedeuten, jene Beziehung also in die 
Form gesetzt werden kann 



^2 



Zi 



- = x\ 



*) Ist ^=»0, I> =» 0, JB SB — (7, 80 geht die Differentialgleichung zwischen 
z^ und Z^ in z^dZ^ — Z^dz^ ==0 über, deren Integral Z^ = xjPi ist, so dass 
die Beziehung zwischen den particulären Integralen die Form annimmt ä^2 = *'^i » 
worin x eine algebraische Function bedeutet, wie dies z. B. der Fall ist bei 
einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit constanten 
Coefficienten , wenn die die Grösse m im particulären Integrale e"** definirende 
quadratische Gleichung zwei gleiche Lösungen hat. 
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worin fi und v ganze Zahlen, oder in 



/" 



(103) ..-. 4 = ZZ/+" , 

wenn K wiederum eine algebraische Function von x bedeutet, so 
wird die bekannte Beziehung 



^ dx ^ dx 9 {x) 



wegen 



fi 

dx 



V 

(i + v 1 dx ^ 1 



in 



It-f-v 1 dx ^ 1 (p{x) 

übergehen; setzt man nun 

so folgt unmittelbar 

dt _ 2fi + v dlogK C(2fi + v) 1 

dx V dx V K(p{x) ' 

d. h. 

dx 



t= K * l Ci — 



' J 



K ^^^ ^ q> (x) 

y ' y. f 



worin G^ eine Constante bedeutet; es ist somit 

ein AbeTsches Integral, und daher, wenn wir wieder von hinzu- 
kommenden algebraisch-logarithmischen Theilen absehen, das Abel'sche 
Theorem für das Integral Z^ jener Differentialgleichung oder für 
z^ — ß0^ in der Form enthalten 

2/u4-r 2|U + r 2/u + y 

wenn jp das Geschlecht jenes AbeTschen Integrales bedeutet. 

Wir haben vorher gefunden, dass, wenn zwischen zwei particu- 
lären Fundamentalintegralen einer linearen homogenen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung und der unabhängigen Variabein eine 
algebraische Beziehung stattfinden soll, dieselbe nothwendig von der 



+ •• 


■ 1 (^^' 


^' p.f\ 


U+y 


n 


2^+r 








^/ 


» 


(.f. 


ß^r 


fl + V 






2fi-{-v 








K/ 
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Form (102) sein müsse ^ dass dann aber auch immer zwei andere 
particuläre Integrale existiren, für welche diese Beziehung noth- 
wendig die Form hat 

(104) ...• Z^^KZl, 

worin K eine algebraische Function von x, und q eine rationale Zahl 
bedeutet. Bildet man nun aus dieser Gleichung die Beziehungen für 

—^ und , / und setzt diese Werthe in die Differentialgleichung 

zweiter Ordnung 

ein, so erhält man mit Rücksicht darauf , dass auch Z^ eben dieser 

Differentialgleichung genügt, 

dK 

oder (l07)....4|- = iZ., 

worin L eine algebraische Function von x bedeutet, und hieraus 

folgt für Z^ die Gleichung 

dK 



(108)....-^=Li + -^|^,., 

es genügen somit die beiden particulären Integrale Z^ und Z^ zwei 

linearen Iwmogenen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Da nun jedes andere particuläre Integral der Differentialgleichung 

(105) von der Form 

(109) • . . . Z= m^Z^ + m^Z^ 

ist, so würde die Annahme, dass auch dieses einer homogenen 

linearen Differentialgleichung erster Ordnung von der Form 

dx 
genügt, nach den Gleichungen (107) und (108) die Relation nach 
sich ziehen i- ^^ 



m 



^{L — B)Z, = m^Z^K 



R^^L— ^"^ 



K 



welche, da Z^ nicht algebraisch sein durfte, in Bezug a,u{ Z^ identisch 
sein muss und daher 9 = 1 liefert; es werden somit die anderen 
particulären Integrale nur dann ebenfalls homogenen linearen Differen- 
tialgleichungen genügen können, wenn die zwischen den beiden 
Fundamentalintegralen bestehende algebraische Beziehung 

(110) .... Z^ = KZ^ 
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lautet; in diesem Falle wird aber auch umgekehrt jedes particuläre 
Integral (109) einer homogenen linearen Diflferentialgleichung erster 
Ordnung genügen, indem, wie leicht zu sehen, 

( dK 

ist. 

Fassen wir nunmehr die im § 3 und eben jetzt erhaltenen 

Resultate zusammen; dort war gezeigt worden, dass, wenn eine 
lineare homogene DiiQFerentialgleichung zweiter Ordnung nicht irre- 
ductibel ist, entweder zwei ihrer particulären Fundamentalintegrale 
in algebraischer Beziehung zu einander stehen müssen, oder dass 
eines ihrer Integrale einer linearen homogenen Diflferentialgleichung 
Genüge leistet, welche ein algebraisches Integral der gegebenen 
Diflferentialgleichung zweiter Ordnung ist; wir haben aber jetzt nach- 
gewiesen, dass auch, wenn zwei particuläre Fundamentalintegrale und 
die unabhängige Variable algebraisch mit einander verbunden sind, 
nothwendig ein particuläres Integral der Diflferentialgleichung existirt, 
welches einer linearen homogenen Diflferentialgleichung erster Ordnung 
genügt, und dass diese Eigenschaft nur dann für alle particulären 
Integrale statthat, wenn zwei FundamentaKntegrale durch die Gleichung 
(110) mit einander verbunden sind. Wir erhalten somit folgenden 
Satz : 

Jede nicht irredudible lineare homogene DifferenUalgleichung zweiter 
Ordnung hesii0t particuläre Integrale j welche einer homogenen linearen 
Differentialgleichung erster Ordnung Genüge leisten, oder hat eine homogene 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung ais Integral, oder auch, 
wenn ein nicht algebraisches Integral derselben einer Differentialgleichung 
erster Ordnung Genüge leistet, so gieht es jedenfalls auch andere particu- 
läre Integrale, welche eine lineare homogene Differentialgleichung erster 
Ordnung befriedigen. 

Um für irredudible Diflferentialgleichungen zweiter Ordnung zu 
einem AbeTschen Theorem zu gelangen, wird man erst diejenigen Klassen 
dieser Diflferentialgleichungen zu untersuchen haben, für welche zwischen 
zwei particulären Integralen und einem Integrale einer linearen Diflferen- 
tialgleichung erster Ordnung ein algebraischer Zusammenhang be- 
steht — die Erweiterung des vorher betrachteten algebraischen Zu- 
sammenhanges zwischen zwei particulären Integralen unter einander 
— um dann mit Hülfe des für die linearen Differentialgleichungen 
erster Ordnung aufgestellten AbePschen Theorems dasjenige für die 
Diflferentialgleichungen zweiter Ordnung abzuleiten. Die Untersuchung 
führt auf analoge Sätze zu denen des § 3, in denen nur die algebraische . 



I 

\ 
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Function durch das transcendente Integral der Differentialgleichung 
erster Ordnung ersetzt ist, doch stehen wir davon ab, auf weitere 
Einzelheiten näher einzugehen, da es uns nur darauf ankam, die Anwend- 
barkeit der oben aufgestellten Sätze und Methoden zu zeigen, und 
ziehen es vor, im Folgenden noch eine Reihe von Fragen, welche die 
linearen Differentialgleichungen betreffen, ausfuhrlich zu behandeln, 
sowie einige schwierigere Punkte der Integralrechnung zu erörtern*). 

*) Es mag hier nur noch einer Anwendung der im § 5 aufgestellten Sätze 
von der Erhaltung der algebraischen Relation kurz Erwähnung geschehen, 
welche die Ermittlung des allgemeinen Integrales einer Differentialgleichung 
zum Gegenstande bat, wenn man eine algebraische Beziehung kennt, welche 
ein particuläres Integral derselben mit einem particulären Integrale einer anderen 
Differentialgleichung derselben Ordnung verbindet, deren allgemeines Integral 
bekannt ist. Seien z. B. die beiden Differentialgleichungen erster Ordnung gegeben 

und ein particuläres Integral z^ der ersten mit einem particulären z^ der zweiten 
durch die algebraische Beziehung verbunden 

F{x, Zi , ^Tjj) = oder z^ = ip {x, z^), 
so wird bekanntlich, wenn z^ ein nicht algebraisches Integral und die erste 
Differentialgleichung in Bezug auf -7 — algebraisch irreductibel ist, die alge- 
braische Relation erhalten bleiben, wenn man für z^ ein beliebiges anderes 
Integral der ersten Differentialgleichung setzt, vorausgesetzt, dass man für z^ 
ein passendes Integral der zweiten substituirt; setzt man nun für z^ das all- 
gemeine Integral der zugehörigen Differentialgleichung, so wird z^, weil es ein 
Integral der betreffenden Differentialgleichung bleibt und zugleich eine willkür- 
liche Constante enthält, das allgemeine Integral der zweiten Differentialgleichung 
darstellen. So stehen die particulären Integrale 

z^ z= x-^- X log X und z^ = x^ -\- ^x^ log x -\- x^ (log xY ^= {x -\- x log xY 
der respectiven Differentialgleichungen 

aj -r z=^x und x^ \-^ — 1 — ^xz —^ — = 4a;^^? — 4^:* 

ax \dx / dx 

in der algebraischen Beziehung 

da nun das allgemeine Integral der ersten Differentialgleichung bekanntlich 
durch den Ausdruck gegeben ist 

Z^ '^ ex -\- X log ic, 

worin c eine willkürliche Constante bedeutet, so liefert der Satz von der Er- 
haltung der algebraischen Beziehung ein Mittel zur Auffindung des allgemeinen 
Integrales der zweiten Differentialgleichung in der Form 

Z^ = {ex + X log xy. 
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Viertes Kapitel. 

Ueber die Form der durch Quadraturen darstellbaren 
Integrale linearer, nicht homogener DiiTerentialgleichungen. 

§ 10. 

Herleitung einfacherer oharakteristisoher Formen aus der 
Existenz algebraisch -logarithmisoher Integrale linearer 

Differentialgleichungen. 

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich zumeist auf höhere 
lineare Differentialgleichungen und sollen eine Erweiterung derjenigen 
Untersuchungen von Abel liefern, welche sich mit den Bedingungen 
und der Form der Reduction AbeTscher Integrale beschäftigen. 

Bekanntlich hat Abel den Satz bewiesen, dass, wenn y eine 

algebraische Function von x bedeutet und Jydx = z selbst algebraisch 

ist, dann z stets rational durch x und y ausdrückbar ist, oder auch 
anders ausgesprochen, dass nicht nur, was selbstverständlich ist, die 
Ableitung einer algebraischen Function rational durch diese Function, 
sondern auch umgekehrt, da 

dz 



s 



■j dx ^= 
ax 



ist, jede algebraische Function rational durch ihre Ableitung aus- 
drückbar ist, in welche Ausdrücke die unabhängige* Variable rational 
eintritt. Es mag dieser Satz hier erst, ein wenig verallgemeinert, 
in einfacher Weise bewiesen werden, bevor wir ihn auf Differential- 
gleichungen übertragen ; bedeutet 9 {Xy z) eine rationale Function von x 
und Zy so wird sich nach bekannten Sätzen der Algebra, wenn z 
durch die algebraische Gleichung 

(1) z"" -\- q>^{x)z''-'^'\ h 9)x-i {x) z + q)x (x) = 

definirt ist, q) (x, z) als eine ganze Function x — 1^'^ Grades in z 
mit in x rationalen Coefficienten in der Form 

(2) • . • -tpix, z) = TU>{x) -\- Xii^) ^ -\ 1- Zx-i(a;) ^"-^ 



Dieselbe Integrationsmethode würde offenbar stets dann anwendbar sein, 
wenn die beiden Differentialgleichungen von derselben Ordnung sind, indem 
die Einführung des allgemeinen Integrales der einen Differentialgleichung die 
füj* das allgemeine Integral der anderen hinreichende Anzahl von Constanten 
liefern würde, während, wenn die beiden Gleichungen verschiedene Ordnung 
haben, nur eine allgemeinere Klasse particulärer Integrale dadurch geliefert 
wird — immer vorausgesetzt, dass z^ nicht schon einer Differentialgleichung 
niederer Ordnung angehört. 
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darstellen lassen^ und fasst man die Gleichung (2) als eine Gleichung 
X — V^ Grades in auf, wobei in q) (x, z) die Grösse z die bestimmte 
Losung der Gleichung (1) bedeutet, so werden jedenfalls die beiden 
Gleichungen (1) und (2) diese eine Losung z gemein haben. Haben 
dieselben nur eine Losung gemein, so liefert z. B. die Operation der 
Aufsuchung des grossten gemeinschaftlichen Theilers, der in diesem 
Falle ein in z linearer sein wird, z als rationale Function von x 
und q>(Xy z)] haben die beiden Gleichungen, in denen (p(x, z) als 
Parameter aufzufassen ist, jedoch mehrere gemeinsame Losungen, so 
würde offenbar, wenn z^ und z^ zwei derselben sind, 

(3) .... q>{x, z^) = (p{x, z,) 

sein müssen, da die Gleichung (2) für jede Lösung der Gleichung (1) 
gültig ist. Bildet man also z. B., indem (p{Xy z) = y und für z die 
Wurzeln ^i, 0^9' ' ' ^^ ^^^ Gleichung (1) gesetzt werden, die Gleichung 
x**** Grades in y 

(4) . . . . j/- + F^{x) y^-^ + h i^x-i {x)y + F^{x) = 0, 

und nimmt weiter an, dass diese Gleichung ebenfalls irreductibel ist, 
so wird die atis (3) folgende Beziehung y^ = y^ offenbar nicht be- 
stehen können, und somit Zi durch x und (p(x, z^) rational aus- 
drückbar sein; wir erhalten somit den in etwas anderer Form be- 
kannten Satz, dass jede algebraische Fundion z von x sich durch x 
und eine solche rationale Function von x und z rational ausdrücken 
Vissty die nicht ffir zwei verschiedene Werthe der Function z gleiche 
Werthe annimmt. 

dz 
Eine solche rationale Function von x und z ist z. B. -j— , wenn 

die algebraische Gleichung (1) als eine irreductible vorausgesetzt 
wird; denn wäre -j^ ^^ "äT' > ^^^ ^2=^1+ ^; worin c eine Con- 
stante bedeutet, dann würde aus den beiden Gleichungen 

{?! + oY + 9, ix) (^, + c)-"i + . . . + 9,^ (o;) = 
sich ergeben 

%cz\-^ + ^^{x) z^^^^ f. 0^(ic) = 0, 

• 

was wegen der vorausgesetzten Irreductibilität der Gleichung (1) und 
der gleichartigen Beschaffenheit der Goefficienten der letzten Gleichung 
mit denen von (1) unmöglich ist, und es wird sich daher jede 
algebraiscJu^ Function rational durch ihre Ableitung und die unabhängige 
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d \zF (xy\ 
Variable ausdrücken lassen. Ebenso wird (p(Xf z) = — , , worin 

F(x) eine beliebige rationale Function von x bedeutet, der geforderten 
Bedingung genügen, da die Relation 

;?:;; = — i::; — ^^^^ ^2 = ^1 + 



dx dx 2 -1 I 2^(0;) 

unmöglich bestehen kann, weil, wie man genau ebenso einsieht, die 
Lösungen einer irreductibeln Gleichung, deren Coefficienten rationale 
Functionen von x sind, sich nicht nur um rationale Functionen der 
Variabein unterscheiden dürfen; es wird sich somit jede algebraische 
Function rational durch den Differentialquotienten dieser mit einer be- 
liebigen rationalen Function von x multiplicirten Function ausdrücken 

lassen. Dagegen wird sich die algebraische Function nicht immer 

dz 

rational durch x und den Ausdruck darstellen lassen, wie man 

z ' 

z. B. aus 

dz 



_ i dz 3 I dx _ 3 

^ dx 2 ' z 2x 

ersieht, oder es wird sich nicht — was dasselbe ist — stets rational 

durch X und , — ausdrücken lassen, vielmehr sagt ein weiterer 

AbeTscher Satz, mit dessen Ausdehnung wir uns nachher beschäftigen 
werden, nur aus, dass, wenn das Integral einer algebraischen Function 
sich logarithmisch ausdrücken lässt, wie in 

dz 



/ dz 
dx 



dx 1 1 

dx = logjsr, 



z 
dieser logarithmische Werth sich in die Form ^ log w setzen lassen 

muss, worin d eine ganze Zahl, und w sich rational durch x und 

die unter dem Integral stehende algebraische Function, in unserem 

dz 

Falle durch x und , ausdrücken lässt.- 

z ' 

Sei nun eine Differentialgleichung m^^ Ordnung gegeben 

/KN ^/ dz d^z d^^'z \ ^ 

(5)----/-(a;, y„y„...2/„^,^, __^...__j=0, 

in welcher y^, yg, • • • y^ irreductible algebraische Functionen von x 
bedeuten, und nehmen wir an, dass diese Differentialgleichung ein 
algebraisches Integral besitze, so ist leicht einzusehen, dass ihr im 
Allgemeinen auch noch andere algebraische Integrale genügen werden; 



124 § 10. Herleitnog einfacherer charakteristischer Formen etc. 

denn sei jenes algebraische Integral durch die Gleichung definlrt 

(6)----^'' + 9i(^;yuy2r--y/i)^''~'H h 9* (^,»1,^2, •••»/*) =o, 

welche mit Adjungirung der Functionen y^ y^,- ' - y^ als irreductibel 
angenommen werden soll, so werden die Ableitungen von z durch z 
selbst mit Hülfe eben dieser Functionen rational ausdrückbar sein, 
so dass durch Einsetzen dieser Werthe die linke Seite der Gleichung (5) 
in eine rationale Function von z übergeht, deren Coefficienten rational 
aus X, yi, y2f ' ' ' Vfi zusammengesetzt sind-, da diese Gleichung nun 
bekanntlich mit der irreductiblen algebraischen Gleichung (6) alle 
Lösungen der letzteren gemein haben -muss, so wird auch der DiflFeren- 
tialgleichung (5) jede Lösung der letzteren genügen, dieselbe also im 
Allgemeinen x algebraische Integrale haben. Ist jene Differential- 
gleichung eine lineare von der Form 

worin Y^, Yg? ' ' * ^my y irreductible algebraische Functionen bedeuten, 
und ist jenes angenommene algebraische Integral, das durch die 
Gleichung definirt wird 

z. B. eine durch algebraische Irrationalitäten darstellbare Function 
^ter Ordnung und <y*®" Grades, hat also nach Abel*) in bekannten 
Zeichen die Form 

1 2 n— 1 



(9) "" Z = qo+qiP'' +q^iV'' H h^n-iP ** , 

worin g'o? Ö^u ' * * Q.n—i algebraische Functionen /i**' Ordnung und — 1*®° 
Grades, 1% eine Primzahl und p eine algebraische Function ft — 1*®' 
Ordnung sind, so wird nach den obigen Auseinandersetzungen, wenn a 
eine n^ Einheitswurzel bedeutet, auch 

1 _2^ « — 1 

(10) .... ^r= ^0+ ^l«V + ^2«'"^" + • • • + an-1 «^"~'^*' P " 

für jedes ganzzahlige v ein Integral der Differentialgleichung (7) sein, 
und da, wenn z^, ^27 ' ' ' ^^ Q Integrale der Gleichung (7) bedeuten, 
stets auch 

^1 + ^2 + • • • + ^^ 

ein Integral der Differentialgleichung ist, so folgt aus der Addition der 
Gleichungen (9) und (10) für 1/ = 1, 2, • • • w — 1, dass auch q^ ein 
Integral jener Differentialgleichung sein wird; da femer die Function Zv 

*) „Demonstration de rimpossibilit^ de la räsolution algebrique des äqua- 
tions g^närales, qui passent le quatrieme degrö" oeuvres compl. d'Abel tome I. 
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der Differentialgleichung (7) Genüge leistet, also für jedes ganzzahlige r 
und V a~^'*'iSy ein Integral der Differentialgleichung 

(11) ....-^4- Fi-^^^^+ h Ym0 = a~''-y 

ist, so werden die Gleichungen bestehen 



da:"» • ' d«' 

— H^ "^ ' l^F^^ + • • • + ^m («-"«,) = «-'■'' y, 

aus denen, wenn v = 1, 2, • • • n — 1 gesetzt wird, folgt, dass 

■■• — -"■ ■■ ■■--..-. — — ■■ -■ — ■ ^'T'^ • • • 

da;'» ^ 

+ r^(;3; + a-^z^ -\ 1- a-(»-^)'-^„_i) = 

ist, oder dass der Ausdruck 

(12) Z= z-^- a-'-Zi + a-^^z^ + • •; + cc- ^""-^^^ Zn-i 

ein Integral der Differentialgleichung 

d. h. der reducirten Differentialgleichung von (7) sein wird. Bemerkt 
man aber nun, dass der Ausdruck (12) vermöge der Gleichungen (9) 
und (10) die Beziehung liefert 

r 

so ergiebt sich der folgende Satz: 

Besitzt eine lineare nicht homogene Differentialgleichung beliebiger 
Ordnung ein algebraisches Integral, das sich durch algebraisclw Irror 
tionalitäten, also nach Abel in der Form darstellen lässt 

20 + QlP'' + Q2P'' H H ^n-lP ** , 

so ist qQ selbst wieder ein Integral jener Differentialgleichung, während 
die Grössen 

Integrale der reducirten Differentialgleichung jener sind. 

Untersuchen wir nun vorerst nicht die Form der algebraischen 
Integrale — wir kommen später auf diese Frage zurück — sondern 
suchen wir Folgerungen aus der Existenz eines algebraischen Inte- 
grales der Differentialgleichung (7) für die Beschaffenheit anderer 
algebraischer Integrale eben dieser Differentialgleichung herzuleiten. 
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so ist leicht einzusehen^ dass, weil alle Lösungen der irreductibeln 

Gleichung (8), wie oben gezeigt worden, Integrale der DifiFerential- 
gleichung sind^ und somit auch die Summe dieser x Losungen durch x 
dividirt der Differentialgleichung genügen muss^ noth wendig auch 

die Differentialgleichung (7) befriedigt, und diese somit, wenn sie 
überhaupt ein algebraisches Integral besitzt, auch ein in den Coeffi- 
cienten der Differentialgleichung rationales Integral hat, weim die 
Summe aller Lösungen der Gleichung (8) nicht eine endliche oder 
verschwindende Constante ist; ist nun die Gleichung (7) eine homogene, 
so kann dies in der That der Fall sein, und dann könnte man nicht 
auf die Existenz eines solchen in den Coefficienten der Differential- 
gleichung rationalen Integrales schliessen — ist jedoch y von Null 
verschieden, so kann nur dann ein constantes Integral z = C existiren, 
wenn (7- F=y ist, in welchem Falle aber die Differentialgleichung (7) 
durch die Substitution z — C = g in die homogene Gleichung 

übergeht, und wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Hcüt die Differentialgleichung (7) Oberhaupt ein algebraisches Integral, 
so hat sie stets auch ein in den Coefficienten dieser Differentialgleichung 
rationales Integral, wenn sie nicht eine homogene oder durch die Sub- 
stitution j8f = g + cs^ auf eine homogene zurückführbare ist 
So wird z. B. die Differentialgleichung 

dz . _z 3 



da; ' 2a; 2 

das algebraische Integral 

^1 = ^ + ^ y also auch Z2'== X — x~^ 

und daher auch das rationale Integral 

z = -^^ = x 

haben, während die Differentialgleichung 

dz z r\ 



dx 2x 

die Int^rale z^ = x , z^ = — a? und für das rationale Integral 

^ = — — ^* = liefert; die Differentialgleichung hat überhaupt kein 

in X rationales Integral. 

Wir wollen von diesem Satze eine einfache Anwendung machen; 
nehmen wir an, dass man von einer linearen homogenen Differential- 
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gleichung t»*®' Ordnung 

weiss, dass dieselbe m — 1 transcendente, nicht algebraisch auf 
einander reducirbare Fundamentalintegrale und nur ein algebraisches 
Integral besitzt, welches durch die irreductible Gleichung 

definirt sein mag, so wird nach dem Vorigen auch jede andere Losung 
dieser Gleichung der Differentialgleichung (13) Genüge leisten; da 
aber, wenn wir die erste Losung mit 0^, eine andere mit z^ ^^^ ^i^ 
m — 1 transcendenten Lösungen mit Z^, Zg, • • • Zm—i bezeichnen, 
nothwendig 

02 = %^i + f*iZi+ II2Z2 H + fim-lZ^-l 

sein wird, worin m^, f*i«" f^m— 1 Constanten bedeuten, so würde gegen 
die Annahme zwischen den transcendenten Integralen Z^, Z^}"- Zm—i 
eine algebraische Beziehung bestehen, also müssen ^j = ^2==**' 
=^ f*m— 1 = sein, und somit alle [i Lösungen der obigen algebraischen 
Gleichung die Form haben 

und daher 

d. h. das algebraische Integral wird rational aus den Coefficienten 
der Differentialgleichung zusammengesetzt sein. Ist F^ = 0, so folgt 

0y^2JCaCß = F^ (x, Fl, Fa, Ym), 

d. h. es ist 0^ die Quadratwurzel aus einer in den Coefficienten der 
Differentialgleichung rationalen Function, allgemein kann manschliessen, 
dass^ wenn eine homogene lineare Differentialgleichufig m*®' Ordnung m — 1 
von einander algebraisch unabhängige transcendente Integrale und nur 
ein algdn'aisches Integral besitzt^ dieses letztere nothwendig die Lösung 
einer hinomischen, in den Coefficienten der Differentialgleichung rationalen 
Gleichung sein wird, oder im speciellen Falle, dass, wenn eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung ein transcendentes und 
ein algebraisches Integral besitzt, das letztere eine Wurzel aus einer in 
den Coefficienten der Differentialgleichung rational ausdrüdcbaren Function 
ist, und diese Untersuchung kann man verallgemeinern, indem man 
statt der Voraussetzung des einen algebraischen Integrales die Voraus- 
setzung nur eines Integrales macht, welches die gegebene Differential- 
gleichung mit einer Differentialgleichung erster, zweiter Ordnung u. s. w. 
gemein hat. 
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Gehen wir Dun wie*]er zu der früheren Uniersnchang zurück 

und jiehmen an^ das8 die Differentialgleichmig 1 7j ein logarithmisches 

InUigral von der Form 

£ ^= A log r 

hat, worin A eine Constante und r eine algebraische Fnnetion von x 
bedeutet, *o ist vor allem klar, dass I« ^ sein mnss, da die Ab- 
leitungen Ton log V algebraische Functionen von x sind. Bezeichnen 
nun v^, Vjf — vz die X Losungen der die Grosse v definirenden al- 
gebraischen irreductibeln Gleichung 

HO ist wieder leicht zu sehen, dass auch 

A log Vi, A log V2y" • A log vz 

Integrale der vorgelegten Differentialgleichung sein werden, da das 

Einsetzen dieser Werthe wieder eine algebraische Gleichimg in v 

definirt, welche mit der obigen irreductibeln alle Lösungen gemein 

haben muss, daher wird auch die Function 

log^i + logrj H h logt7;i ^ 

A = -j-log{v^V2"-vx) 

der Differentialgleichung Genüge leisten, und es kann ViV2'''Vi 
keine Constante sein, da wegen Ym= im Falle eines constanten 
Integrales auch y = sein müsste, d. h. die lineare Differentialgleichung 
eine homogene wäre; wir erhalten somit den Satz, dass, wenn eine 
lineare nicht homogene Differentialgleichung ein logarithmisches Integral 
A log V "besitzt y dessen Logarithmand v eine algebraische Function der 
unäbluingigen Variabein ist, derselben jedenfalls audi ein logarithmisches 

Integral . log w angeJiört, dessen Logarithmand rational aus den 

(hefficienten der Differentialgleichung- zusammengesetzt ist, und worin X 

vim ganze ZaJd bedeutet. 

Für lineare Differentialgleichungen erster Ordnung werden sich 

die beiden eben bewiesenen Sätze noch anders und allgemeiner fassen 

lassen; denn sei zuerst die specielle Differentialgleichung erster 

Ordnung 

dz 

so beschaffen, dass sie ein algebraisches Integral hat, so wird dieses, 
da sie nach dem Obigen ein anderes in x und y rationales Integral 
besitzen muss, andererseits aber nur um eine additive Constante ver- 
schiedene Integrale besitzt, selbst in x und y rational sein — also 
der AbeTsche Satz; ist das Integral jedoch logarithmisch von der 



§ 10. Herleitung einfacherer charakteristischer Formen etc. 129 

A 
Form Ä log v, so wird, weil ein anderes -r- log w existirt, worin w 

rational aus x und y zusammengesetzt ist, und alle Integrale sich 
nur um eine additive Constante unterscheiden, 

Ä A A 

A log V = -r- log w -{ — Y '^g ^ "^ ~r ^^^ ^^ 

sein müssen, und es wird sich somit das logarithmische Integral 
umgestalten lassen in ein ähnliches, in welchem der Logarithmand 
rational aus x und y zusammengesetzt ist, oder es muss sich v in die 

Form setzen lassen |/m^, also wiederum der bekannte AbeTsche Satz. 
Untersuchen wir nunmehr die allgemeine lineare Differentialgleichung 
erster Ordnung 

dz . -^r " 



dx 

in welcher Y und y irreductible algebraische Functionen sein sollen, 
und nehmen von dieser an, dass sie ein algebraisches Integral besitzt; 
es folgt dann aus den obigen Auseinandersetzungen, dass, voraus- 
gesetzt dass sich y von Y nicht nur um einen constanten Factor unter- 
scheidet, jedenfalls auch ein algebraisches Integral jener Differential- 
gleichung existirt, welches rational in x, y, Y ausdrückbar ist. Wir 
wollen nun die Form eines jeden algebraischen Integrales jener Diffe- 
rentialgleichung in Bezug auf seine Ausdrückbarkeit in ä?, y, Y 
untersuchen; sei 0^ ein algebraisches, nicht gerade rational in jenen 
Grössen ausdrückbares Integral, so wird nach dem Obigen noch ein 
zweites algebraisches Integral ^^ existiren, für welche beide aus der 
Form des allgemeinen Integrales 

mithin 

c c — ^ 

—fYdx 

folgt, also e sich als algebraische Function von äj ergiebt; daraus 

folgt aber, weil 

jYdx = log ( J^) 

ist, nach dem eben bewiesenen Satze, dass jedenfalls 

XjYdx = log w 

sein wird, worin w rational aus x und Y zusammengesetzt ist, oder 
dass 

fTdx X — 

e = y w 
ist. Sei nun z^= W das, wie oben bewiesen, jedenfalls existirende 

Königsberger, Differentialgleich. 9 
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in a:, y, Y rationale Integral^ so folgt, dass jedes algebraische Integral g^ 
der vorgelegten Differenimlgleichung von der Form 

yw 

ist, worin w eine in x und F, W eine in rc, y, Y rationale Funäion 
ist; so hat z. B. die Gleichung 

dz Ä \ 

die algebraischen Integrale 
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fl HerleitTing oharakteristisoheT Formen ans der Exlstens 

k von Integralen linearer Differentialgleioliiingen, welche additiv 

ans algebraisch -logarithmlsclien Functionen njid AbePschen 

Integralen znsammengesetBt sind. 

t Gehen wir wiederum zu der allgemeinen linearen Differential- 

|. gleichung m*®' Ordnung (7) zurück und nehmen an, dass derselben 

% ein Integral von der Form genüge 

(14) ;^ = M + ^1 log t?! + ^2 log t?2 -| f- ^x log Vx 

+j Viäs +J Pias-] h/ yaäs, 

in welchem u, v^, v^y ' - - Vxf 5i, ^^^ - - - h algebraische Functionen 
von X, Viy y^}"' y^ ebensolche von s, und A^y A^, - -' Ax Constanten 
bedeuten. Setzt man diesen Werth in die Differentialgleichung ein, 
so werden sich alle Differentialquotienten von z als raMonale Functionen 
von w, Vj, • • • Vxy li, • • • |;i, (j/i)li, • • • {yi)^x ausdrücken lassen, und es 
würde somit z selbst eine algebraische Function von x sein, wenn 
nicht wieder F„i = würde. Ist dies nun Äer Fall, und bildet man i 
die Function 

t = au '\- «it?! + • • • + €CxVx + All + • • • + /*^ l>i 

+ yi(yikH )r7^{yx)hy 

in welcher a, «i, • • • «x, /^i, • • • /3;i, y^, • • • y;i willkürliche Constanten 
bedeuten, so ist bekannt*), dass, wenn man andere lineare Functionen 



*) Abel, prdcis d'une thäorie etc. 



I 
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eben dieser Grössen mit constanten Coefficienten bildet, diese als ähn- 
liche Functionen sich rational durch t und die Coefficienten derjenigen 
Gleichung ausdrücken lassen, deren Lösungen alF die bezeichneten 
Grössen jener linearen Function sind, und die man sich herstellt, 
indem all' die irreductibeln Einzelgleichungen, deren Lösungen resp. 
w, Vi, • • • Vxp Si, • • • h (yi\} ' • • (y^)h ^^^^ ^^^ deren Coefficienten als 
rational aus Y^ Fg,--- Fm— 1> y zusammengesetzt betrachtet werden 
sollen, mit einander multiplicirt werden. Bildet man nun soviel 
lineare Functionen als Einzelgrössen in Betracht kommen, so wird 
eine jede derselben sich aus dem so entstehenden linearen Gleichungs- 
systeme als rationale Function von t mit in ri, • • • Tm—i, y rationalen 
Coefficienten ergeben, und somit die linke Seite der Differential- 
gleichung eine Function derselben Art werden. Denkt man sich nun 
aber die algebraische Gleichung aufgestellt, von der eine Lösung die 
oben bezeichnete Function t, und welche mit Adjungirung der 
Grössen i^i, • • • ri»— i,y irreductibel sein soll, so werden sämmtliche 
Lösungen dieser Gleichung d*®*^ Grades t^, t2,' • - ts auch der in t al- 
gebraisch rational gewordenen Differentialgleichung genügen müssen, 
oder anders ausgesprochen, es werden alle Werthe von Integrale 
jener linearen Differentialgleichung (7) sein müssen, welche aus dem Aus- 
drucke (14) entstehen, wenn man für w, Vj, • • • Vx, Si; • • • ^x, (^iX • • (yx)^i 
diejenigen Werthe einsetzt, welche aus den rationalen Ausdrücken 
in t für eben diese Grössen hervorgehen, wenn man für t der Reihe 
nach t^^ t^,' ' ' ts setzt. Addirt man alle diese ;s?- Werthe, so ist der 
d-ie Theil dieser Summe wieder ein Integral jener Differentialgleichung; 
da aber die Summe der u und das Product der entsprechenden 
v- Werthe als Logarithmanden sich als rationale symmetrische Functionen 
der t^f^'-td rational durch die Coefficienten der ^Gleichung, d. h. 
durch Fl, • • • Ym—i^y ausdrücken lassen, da femer die zu je einer 
algebraischen Irrationalität y« gehörigen AbeTschen Integrale sich 
zu je p solchen Integralen addiren lassen, worin p das der Irra- 
tionalität zugehörige Geschlecht bedeutet, und die Grenzen der p Inte- 
grale Gleichungen p^^ Grades genügen, deren Coefficienten wieder, 
wie leicht zu sehen, rational und symmetrisch aus den ^Grössen, 
also rational aus Y^ 1^2; "* Im— i? y zusammengesetzt sind, während 
die diesen Grenzen zugehörigen algebraischen Irrationalitäten ratio- 
nale Functionen eben dieser Grenzen wieder mit in den Grössen 
Yj, Fg, • • • Ym-^i, y rationalen Coefficienten sind, wozu jedoch noch 
algebraisch-logarithmische Theile kommen, welche, wie aus dem 
Ab ersehen Theorem unmittelbar zu ersehen, selbst oder deren 
Logarithmanden rational in T^, F^, • • • Ym-i, y ausdrückbar sind, 

so erhalten wir den Satz, dass, wenn einer linearen Differential- 

9* 
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gleichung 

ein Integral von der Form genügt 



s. '^ 



= u -{- A^ log v^ + ' " + Ax log Vx + 1 yids H + j yidSj 

worin u, v^ - - v^, Si, • • ^ algebraische Functionen von x, y^ y^,-" yx. 
algebraische Functionen von s, A^, A^,- • Ax Constanten bedeuten j dann 
auch stets ein' Integral dieser Differentialgleichung von der Form 

(a) . . . . ;3 = Z7+ JBj log Fl H h Bf, log V^ 



+ \ 21 y^^' + • • • + 4- ^ /«/ 



sein mrd, worin ü, V^, • • F^^ rationale Functionen von Y^j ¥2, • • Fm-i? y 

sindj ö eine game Zahl und rlf die Lösungen einer Gleichung p^ 

Grades bedeuten, deren Coefficienten rationale Functionen von F^, • • F^-i, y 
sind, und für welche die diesen Grenzen zugehörigen Irrationalitäten 
rational durch eben diese Grenzen und die Coeffmenten der Differential- 
gleichung ausdrückbar sind. 

dz 
Setzt man ■^— = J;, so folgt aus der Form des Integrales (a), 

da die Summen von je p Integralen diflferentürt symmetrische rationale 
Functionen der oberen Integralgrenzen werden, dass ^ eine in den 
Coefficienten der Differentialgleichung (7), in welcher Ym = ist, 
rationale Function wird, und dies ist für die aus (7) hervorgehende 
Differentialgleichung 



dÄj"*-^ ' ^ dx' 

dasjenige Integral, welches aus der Existenz eines algebraischen 
Integrales dieser Differentialgleichung überhaupt — und dass diese 
ein solches hat, folgt aus der Annahme, dass die Differentialgleichung 
in ein Integral von der Form (14) besitzt — als ein nothwendig 
ihr zukommendes, in den Coefficienten der Differentialgleichung 
rationales gefolgert wurde; wir können dies auch so ausdrücken, dass 
die vorgelegte Differentialgleichung (7) unter der Annahme, dass sie ein 
Integral von der Form (14) besitzt, reductibcl ist in dem Sinne, dfiss 
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sie ein Integral mit der Differentialgleichung erster Ordnung 



dx 



gemein haty worin F eine rationale Function bedeutet. 

Greifen wir aus dem Ausdrucke (a) eine der Summen der 
AbePschen Integrale heraus, welche mit 



rf^^ 



P0 /"• 

5 / Yds 




bezeichnet werden mag, so sind also, wie oben gezeigt worden, 
^(1)^ ^(2)^ . . . ^ip) die Lösungen einer algebraischen Gleichung p*^^ 
Grades 

(b) . . 7JP+ (ü,(x, r/, . . Ym-i, y)rf'^^-\ h ß>p(^, Yi, • • i'm-i, ?/)=0, 

deren Coefficienten rationale Functionen von x, Y^^ - • Ym—i, y sind, 
während die zu diesen Grenzwerthen gehörigen Werthe der Irratio- 
nalität Y sich mit Hülfe der eben genannten Grössen durch die resp. 
Grenzen rational ausdrücken. Bilden wir nun aus (b) 

drfQ) = f{x, Fl, Fg, . . r^_i, y, ri^Q^)dx, 

worin f eine rationale Function sein wird, und multipliciren diese 
Beziehung mit irgend einer solchen rationalen. Function von rf^"^ 
und {Y)r^{Q) 

dass das links stehende Differential ein solches erster Gattung wird, 
so folgt durch Summation nach q von 1 bis p 

1 

und da die Basis der rechts stehenden Summe eine rationale sym- 
metrische Function von 7}^^\ rp\ • • • rf^^ ist, indem (I^jy(?); wie oben 
gezeigt, rational von rf^^ abhängt, sich also der Gleichung (b) zu- 
folge als rationale Function der Grössen x, Y^, • • • F,»— i, y aus- 
drücken lässt, und das sich rechts ergebende Differential vermöge 
der für das links stehende angenommenen Eigenschaft auch eines 
erster Gattung sein muss, so folgt durch Integration 




(c) 



.... I F{x, r„ Y,r'Y„.-i,y)dx=^> I Sl{s, Y)ds, 
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worin F eine rationale Function bedeutet, und rechts und links In- 
tegrale erster Gattung stehen; es ergiebt sich somit, dass für jede 
Art von AheVschen Integralen^ die auf der reckten Seite van (14) in 
dem Ausdrucke z für das Integral der linearen Differentialgleichung vor- 
kommen, die Summe eines jeden Systems van Integralen erster Gattung, 
deren Anzahl durch die den Integralen zukommende charakteristische Zahl 
p bestimmt wird, gleich einem Integrale erster Gattung ist*), dessen 
algebraische Irrationalität eine rationale Function von x und den Coefß- 
denten der linearen Differentialgleichtfng ist, — deren Grenzen die 
Lösungen einer algebraischen Gleichung sind mit in den Coefficienten 
der Differentialgleichung rationalen Coefficienten, während die diesen 
Grenzen zugehörigen algebraischen Irrationalitäten rational durch die 
resp. Grenzen und die Coefficienten der Differentialgleichung ausdrück- 
har sind. 

Eine weitere Vereinfachung der Gleichung, welche die tj^^^ zu 
Lösungen hat, lässt sich für jetzt — wir nehmen das Problem nach- 
her wieder auf — im Allgemeinen nur noch in einem, freilich recht 
ausgedehnten Falle angeben, der eine besondere Wichtigkeit für die 
Quadraturen, also für den einfachsten Fall einer linearen Differen- 
tialgleichung 

dz 

hat, wie denn überhaupt alle bisherigen und noch weiter für lineare 
Differentialgleichungen zu entwickelnden Sätze als einfachste Fälle 
die analogen Sätze für die Integrale algebraischer Functionen in sich 
schliessen. 

Es soll sich also im Folgenden um eine weitere Reduction der 
durch die Gleichung (c) ausgesprochenen Beziehung handeln, ohne 
dass specielle Reductionsfragen von Integralen, wie wir sie später 
behandeln werden, schon hier aufgeworfen werden. Mag also in 
dem Integrale (a) der vorgelegten linearen Differentialgleichung m*®' 

Ordnung ein zu einer binomischen Irrationalität 1/^(5) gehöriges 
Integral vorkommen, worin 

^1 (5) = (5 — «1)"^ iß — «2)"' '"{s — a^Yq 

ist, und Wi, ^2, • • • n^ ganze Zahlen bedeuten, von denen wir an- 
nehmen dürfen, dass sie nicht sämmtlich mit n einen gemeinsamen 
Theiler haben, so haben, wie gerade für diesen Fall der algebraischen 
Irrationalität von Abel selbst in seiner berühmten Arbeit über das 
nach ihm benannte Additionstheorem näher ausgeführt wurde, sämmt- 



*) wobei bemerkt werden muss, dass dieses auch identisch Null sein kann. 
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liehe Fundamentalintegrale erster Gattung die Form 

F^(«) d8 



f 



n 



K -B. (*Y 



} 



wenn A irgend eine der Zahlen 1, 2, ••• /^ — 1, Fi{s) eine ganze 
Function von s bedeutet, und die Zahl der von einander unabhängigen 
Integrale erster Gattung 

1, = i { (n - 1) ((» - 1) - (vo - 1 ) - K - 1 ) {v,-l)} 

ist, worin Vq den grössten gemeinsamen Theiler von n und n^ + Wg 
+ • • • + w^> Vi den von n und n^, v^ den von n und Wg, • • • v^ den 
von » und n^ bezeichnet. Unter dieser Annahme wird die Gleichung 
(c) die Form haben 

(15) , . . . + n . -( h 



= F(x, Fl, ••• Y„,^i, y)dx, 

worin die Grössen i^i; %i * ' ^p Lösungen einer algebraischen Gleichung 
p^'^ Grades 

(16).- n^ + fM Y„- r„_x,y)if-i+.. + fp(a;, Y,,-- r™_i,y)=0 

sind, wobei /i, ^, " ' fp rationale Functionen bedeuten, und Y^iJjIqJ 
sich rational durch ri^y Xy ^i, • • • Ym—X} V ausdrücken lässt; die rechte 
Seite wird ebenfalls das Differential eines Ab ersehen Integrales 
erster Gattung sein, und es soll hier, wie schon oben hervorgehoben 
worden, noch nicht die Frage erörtert werden, die wir später aus- 
fuhrlich behandeln, wann im Allgemeinen ein Integral der in der 
Differentialgleichung vorkommenden algebraischen Irrationalitäten auf 
niedere Integralgattungen führt, sondern wir wollen hier die durch 
die Gleichung (15) dargestellte Reductionsfrage zuerst nur für einen, 
wie nachher gezeigt werden soll, sehr wichtigen Fall behandeln, in 
dem die auf der rechten Seite dieser Gleichung vorkommende alge- 
braische Function ebenfalls zu einer binomischen Irrationalität und 
zwar mit demselben Exponenten n gehört, so dass, da die rechte 
Seite gleichfalls ein Integral erster Gattung sein musste, 

(17).... F(^, r„ Fg, ... Y^^i,y)dx 

fi{x)dx , f^{x)dx , , fn-ii^)d^ 

— + nr^-r-^r H TT 



sein wird. Dies wird also z. B. der Fall sein, wenn Yj, Fg, • . Ym^i 
rationale Functionen sind, während J/ = 9 (iP, yR{x)) ist, worin q) 
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eine rationale Function bedeutet, oder auch, wenn Y^, T^ - - Ym-i, y^ 

sämmtlich rationale Functionen von x und yR(x) sind. Da man 
nun in der Gleichung (15) die Grosse X die Werthe 1, 2, • • • n — 1 
annehmen lassen kann, so wird, wenn wir von yomherein A = 1 ge- 
setzt denken, die Beziehung bestehen 



(18) j^Li y'i^L'iaL . _^ ■^i v'/v,"-^/« , _|_ . . . _|_ 

in welcher die Grossen i^i; ^2; ' * * % Losungen einer algebraischen 
Gleichung ^ Grades 

(19) .... ^+9i(a;, V^(a;))ip-H V^>p{^,YbJx)) = ^ 

sind, worin 9^, 9>2; ' ' ' 9p rationale Functionen bedeuten, und 

y2?i(iy^) sich rational durch 1^^, x^ ^'R(x) ausdrücken lässt. Be- 
schreibt nun x um einen Nullpunkt von B,{x) einen solchen Um- 
kreis, dass, wenn b eine primitive n*® Einheitswurzel bedeutet, 

"^üix) in £ yjB(ir) übergeht, so ergiebt sich aus (18) die Gleichung 

C^ö) n , 1 n, 1 r 






bei einer nochmaligen Umkreisung 

^ fi {x) dx , f^{x)dx . , fn-ii^)dx 

u. s. w., endlich 
(22) .... ^'("1""'')'^^^''"'' + . . . + i^.«-^0^<-^' 

^ f^{x)dx . f^ {x)dx f„-i{=>')äx 



§ 11. HerleituDg charakteristischer Formen etc. 137 

worin iy![ , ry^, • • • tt^ Lösungen der algebraischen Gleichung 

(23) . . . rf''^^ + ^^[x, £«VB(ä5)i?^«^~' H h9'p(a^, ^}/R{x)) = 

sind, wenn 9>i, • • • 9>p die der Gleichung (19) zugehörigen rationalen 
Functionen bedeuten, und l/2?i(i^^"^) sich stets durch eine vom Index 



« unabhängige rationale Function von ry" , x, e'yR{x) ausdrücken 

lässt. Multiplicirt man nun die Gleichungen (18), (20), (21), • • (22) 
resp. mit 1, s, £*,••• f"~*, und addirt alle diese Gleichungen, so 
folgt, da auf der rechten Seite die Summen der einzelnen Vertical- 
reihen, wie unmittelbar zu sehen, mit Ausnahme der ersten ver- 
schwinden, dass 

yWi y^Jju) lk^Ä.M • y^iiiivp) 

i -rrr= i r: — ■:^ !-••• + 



+ 

^ F,(r,<r'')dv^r'' 3M~3^J^ + ••■+ '''(<"")'^<'^" 

sein muss, und durch Zusammenziehung der rechten Seite dieser 
Gleichung zu p gleichartigen Differentialen vermöge des AbeTschen 
Theorems wird sich die gesuchte Vereinfachung des oben aus- 
gesprochenen Satzes ergeben, die wir später als einen ganz allgemein 
gültigen analytischen Satz wiederfinden werden. Nach dem AbeT- 
schop Theorem ist bekanntlich mit der Gleichung 

(25) .... Y- = R,(ri) 
die Gleichung 

(26) . . . . ^, + 2,r+ g,r + . . • + 2,_i r»-i = 0, 

oder 

(27) (a^r}*- + aii?*— ^ -\ ) + (&o^* + hv'~^ H )Y 

+ (cq-v' + Cji^'-i H — ) r^ H = 

zu verbinden, worin die Anzahl der Constanten passend zu wählen 
ist, und es sind sodann in (27) für ri und Y zur Bestimmung der 
Constanten alle auf der rechten Seite der Gleichung (24) vorkommen- 
den Grössen ^ und die zugehörigen Irrationalitäten zu setzen, wobei 
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es wesentlich ist zu beachten, dass hier die Anwendung des AbeT- 

schen Theorems nur dadurch möglich wird, dass s'^^YBjrj^ auch 

wieder ein Werth der Irrationalität yB^Jr^ ist. Es ergeben sich 
somit die Bestimmungsgleichungen 



(28) • • («0^ + a,7i[-' + • •) + M, + hn, + ■ •) VB,{fi^) 

+ (coVx +-Civ[~' + ■ ■)VBj^y + • • = 0, 

(29) . . {aon[ + a,nr' + • •) + M, + h%~' + • •) VRM 



(30) (a,ijr + «xV/*'"'+ • •) + Q>ovf + hiV?'~'+ ■ O^-'V^^I^Ö 

(31) i%vf + a,vf+ ■ •) + (ftoi^r +hnf+ • •)s-'}/BW)' 

(1)' , (1)'—^ , \ — 2» 



+ (^oV.^ + ^1^^'^ + • O^'Vi^iW^)^ + • • =.0, 



(32) (ao,r + a,C > . .) + (Wr + ^'»r +-->-'VBW) 

+ (coV/'' + c» nf~' + • •) e-^v^^TÖ" + • • = 0, 



,(2r I (2)''-l , \ I /I. _(2)* I r _(2)*~^ I N -2 



(33) (««<'• +a,i,r +••) + (*«<'+ &xVr +->~'VKW) 



/o>i\ / (»—1)'' I (»— 1)*^* I \ 

(34) • • • (Ooiji '+«1^1 +••) 

(35) . . . («0,,'"-^''+ hv'r''^'+ ■ •) 



.(»»-D* I 7. ^(«-1)*"^ I \. -(«-!)?/ 



? 

beachtet man nun, dass, wie oben gefunden worden, K^C^iTO ®i^® 
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rationale Function von iy^"\ Xy 6^yB(x) ist, so wird durch Einsetzen 

dieser Ausdrücke in die eben hingeschriebenen Bestimmungsgleichungen 
sich das folgende System ergeben 

(36) a„ [ip, {x, VbIs^) rif +••] + «, [9^, (x, VW)) 1?*' + ••] + • • 
+ 6o[*o(a', V^(a:))i?J° + • •] + 61 [i>t(x, VW)H + ••] + •• 

(37) a, [90 (a:, VM{x)) ,^ + • •] + «, [g>, {x, VB(xj)r,l' + ••] + •• 

(38) «,[y„(x, eVlt(x))fif''+ ■ ] + aj[9,(x, B'VW))vf'+ ••]+•• 

+ e-\[a,,(x, B}/B(x))vf^'^+ ••]+•• = 

(39) ao[9o(^,*V^B^)'?^'^°+--]+«i[9',(*,«y'B(^)i2f '+••] + •• 

+ e-\[a,,(x,'BYB(xj)r,'';^'+-]+--^0 

worin die Functionen 9, ^, oj, • • • rational aus den in ihnen ent- 
haltenen Grössen zusammengesetzt sind. Addirt man jetzt die ersten 
p Gleichungen (36), (37) und die zügehörigen; nachdem dieselben 

der Reihe nach mit 

• 1 1 1 



Vi Vi Vp 

8 



Vi' %' n 



p — 1 p — 1 p— 1 
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multiplicirt sind, so ergiebt sich, wenn man 

v[ + %+ • • • + % = Sr 

setzt und genau ebenso mit den anderen Gleichungssystemen (38), 
(39), • • • verfährt, das folgende System von Bestimmungsgleichungen 
für die in den Grössen q der Gleichung (26) enthaltenen Constanten 

(40) a,[g>,(x, >/ii(^)Ä.+ • •] + o, [q>,{x, V^)ä.+ ••]+•• 
+ h,[to{x, Vli(x'))s,„-\- . .] + \[t,(x, }/lli^)8,,+ ••]+•• 

+ Co [(D„ (x, Vit {x))s^-\- . .] + c, [(o, {x, Vli{üo))s„,,+ ..]+..= 

(41) a,[,p,{x, >/F(^)s*„+i+ ..]-{- a, [9, {x, VW))Sk,+t-\- ■] + ■■ 

+ h [^0 {^, Vli{^) Ä-.+i-f ••]+&. [^1 [x, VR(xJ) S,, +!+•■] 

-I h Co [e>o{x, V-K(«))s»^+i+ • •] 

+ c, [io,(x, Vli(x))S„,+,+ ..]+..= 

(42) «0 [90 {x , B yiijx)) S^'+ ••] + «, [9, {x, a Viiix)) S<;'+ ■•]+•• 
+ e-^\[t,{x, syii(x))s;^'+ . .]+ e-^b, [t,(x, ,y]i(x))s^'-\- ■ •] 

+ .. + .-* c„ [«0 (x, e VEi^) S«+ • •] 

+ *- * c, [c, {x, a Vii\xj) s2;+ • •] = 

(43) a,lip,(x, f>/A'(x))s2.i+"] + «. M^^ ^VBixi}sl]l,-\-] + • • 

+ f-«?>„[^,.(x, 4'^(:ii)s^!!.i+"]+f-'6.[^,(^, bVB{x))sII,-{- . ■] 

+ . • + f-«Co[e,o(a;, eVB(xj)si:i^^+ ■ •] 
Da aber die Potenzsummen S^^^ sich rational durch die Coeffi- 



cienten der (ileichung (23), also rational durch x und e'^yR{x) aus- 
drücken lassen, so werden die letzten Gleichungen die Form an- 
nehmen 
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(44) • . • . ao [Ao + -Boo>/S(^ + C^^Vb^ + 

+ a, [^10 + ^xoVs^xj + C,, VbW + 
+ b, [Do„ + EooVBi^ + F,,yBi^' -{- 
+ b, [Ao + ^10 VW) + F,,VB(xr + 

+ Co [(?oo + ^oo>^^+ iooV^Bp^ + 

+ c, [ö.o + H,,yBixj+ I,,VbW + 
+ 

(45) . . . . ao [Ai + J5oi >/iJ(^ + Coi >^^(^ + 

+ «, [^11 + S^iWi^) + Ci, yB(^' + 
+ fco [Ai + -Boi >/^(^) + -foi VRW + 

+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 
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= 



= 



(46) . • . . a« r^o + ^00 « >/^P + <7ol 6«>/iJ(^* + 
+ a, [^10 + -Bio « >^(^ + ^10«' y'Bl^ + 

+ 6-1 6, [Ao + ^10 symxj+F,, e^yiii^^ + 

+ «-* Co [Goo + ^00 e V^i^C^ + ioo «' >/^W^ + 
+ *-' c, [ö,o + Ao « >/i^ + iio «* VWf' + 



+ 



] 

] + 

] 

] + 
] 
] + 



• • • 







(47) • . . . ao [Ai + -B«! «y^C^J + Coi f*>/^W + • • •] 

+ a, ^A,, + Ai «y^ + Cii £«>^^y* + . . .1 + . . . 

+ ^'K [Coi + Ai « ><bR + Ai «'iKbW + • • •] 

+ «-'6i [c^i + Ai f i^^K^ + Ai e^yw^^ + . . .1 + . . . = 
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(48) • . . . ao [Ao+ -Boo t^VW) + G,o s*yR(^* + • • • 

+ *-*&! [Ao + ^10 «*V^^) + F,,B*VR(^y + . . . 
+ 



+ 



+ 



= 



worin die Grössen A, B, C, • • • sämmtlich rationale Fanction^i von 
X bedeuten. 

Fasst man nunmehr die Gleichungen (44), (46), (48), • • • auf und 
addirt dieselben, so folgt, wie unmittelbar zu sehen 

(49) • . . . ^,oOo+ ^io«i + • • • +EooVR(x)bo-{- 



+ E,,VR(^b, + . . . + J,, VRWco + Ao V^We, + 0; 

multiplicirt man die Gleichungen (44), (46), (48), • • • resp. mit 1, 
£^^, £—*,••• £-<»-^) und addirt dieselben, so folgt: 

(50) • . • • B,oVR(xja, + 5,0 V^lW«i + • •• + Fo^VW^cTh + 
F,,VltWh + • • • + KooVRWco + ^ioVRWct+ = 0; 

multiplicirt man jene Gleichungen mit 1, €~^, £~*, • • • £— 2(n-i) ^jjj 
addirt wiederum, so erhält man 

(51) • • • • C,,}^B(xf a, + C,^}/R(^ a, + ... + ... :^ 

u. s. w., und man sieht unmittelbar, dass die Gleichung (50) durch 

yR(x), die Gleichung (51) durch yJ?(ir)^, etc. dividirbar ist, so dass 
sich fttr die Bestimmung der Coefficienten ^01^17" '^ofhf"'%^y' " 
die linearen Gleichungen ergeben 

(52) •••• Clooao+aio«iH 1- boo V^(^) *o+ 6ioV-ß(«)*i + • • • 

+ C.oVR'C^y Co + koW(po?c,+ 



(53) •••• Ooiao + ttnaiH h 601 Vn (a;) ^ + 6, 1 VR («) h + 

+ Co, >/B^c„ + c,,VllWe, + . . . = 



• • 
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(54) • • . • 002 0«+ Ol»«! H h 'f>oiVS(p)h+KiVRW) h-i 



• « 

• • f • • • • 

in welchen wieder die Grössen a, b, c, • • • rationale Functionen von 
X bedeuten; hieraus folgt aber unmittelbar 



u. s. w., worin Pq, P^, • • • Q^^ öi • • * ^o> ^i> * * * rationale Functionen 
von X sind. Gehen wir nunmehr wieder zu den Gleichungen (25) 
und (26) zurück^ so ist bekanntlich nach Bestimmung der in den 
Functionen q^, q^, ga, • • • vorkommenden Constanten die Grösse Y 
zwischen diesen beiden Gleichungen zu eliminiren; das Resultat der 
Elimination ist offenbar 

(ffo+ 2i«"-^ v^(^) +<Z2«*<'-''i^^? +•••) = 0, 

oder mit Berücksichtigung der oben für «o? ^o? ^o» * ' * ^i; ^n ^i> • • • 
gefundenen Werthe 

(56)j(PoiJ-+P,ij'-^ + -") + 

(QoV + Qxn-' + ■■■) VbW^' VKW) + 

j (Po,,'- + ?,!!•-» + ...) + 

(iJoij' + Rtv'-' + • • •) «* V^ö^^ V^W + • • • j 

oder endlich, wie unmittelbar zu sehen, mit Berücksichtigung des 

Grades der resultirenden Gleichung, wenn (n + 1) p = -ST gesetzt 

wird, 

(57).^..i?^+ßi(Ä?)i?^-i + ß2(a;)i2^-2+... + ß^_^(^)^+ß^(a;)==0, 

worin £l^(x), • - - aif(x) rationale Functionen von x sind. Bildet 
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man femer das Product 

{v — Vi) {v—Vi)'" {v —Vp) {v — V^i^) "{v— Vp^) 

'" (v — V^r') • • • (i? — 1?],""'^) , 
so ist dieses nach der Definition der Grössen iy vermöge (23) gleich 



«— 1 



Jj U + 9>i (^, B-yii{x)) if-i + . . . + <p^ (x, s^^yRix))] 

also selbst wieder ein Polynom von der Form 

(58) fi^-P + ^1 (x) ri^-p-^ -\ 1- Ojf_p{x), 

dessen Coefficienten rationale Functionen von x sind. Die np Inte- 
grale der rechten Seite der Gleichung (24) addiren sich nun aber 
zu p gleichartigen Integralen, deren obere Grenzen Lösungen einer 
Gleichung ^*®° Grades sind, deren Polynom durch Division der Polynome 
(57) und (58) erhalten wird, die also wiederum Coefficienten besitzt, 
welche nur von x rational abhängen; femer kann die Gleichung (26) 
vermöge der oben für die Grössen a, 6, c, • • • gefundenen Werthe in 
die Form gesetzt werden 

A + B -^^-^- + C f^^^-\-\ )rM ( ^ ^ Y"'= 0, 

in welcher A, B, Cj - * • M rationale Functionen von rj und x bedeuten, 
und aus welcher in Verbindung mit der Gleichung (25) oder mit 

• B{x) 



für die der Gleichung (58) genügenden Werthe von i] die zugehörigen 

Irrationalitäten Y zu berechnen sind; da nun aber hieraus sogleich 

T 
zu ersehen, dass sich im Allgemeinen die Eliminationsgrösse — 

als rationale Function der Coefficienten der beiden eben hingeschriebenen 
Gleichungen d. h. als rationale Function von i] und x ergeben wird, 
so folgt der Satz, dass, wenn in dem Ausdrucke (14) für das Integral 
der linearen Differentialgleichung ein m einer anomischen algebraischm 

Irrationalität }/R[(H) gehöriges Abel'sches Integral vorkommt, und die 
Coefficienten der Differentialgleichung rationale Functionen der unab- 
hängigen Variabein x und einer binomischen algebraischen Irrationalität 

yR(x) sind, deren Wurzelexponent derselbe ist, stets wünschen den zu- 
gehörigen Integralen erster Gattung die Transformationsbeziehung be- 
stehen unrd 



§ 11. Herleitung charakteristischer Formen etc. 145 

(59) F,{H,)dH, . F,(H,)dH, ^ ^ F,(H^)dH^ ^ nf,{x)dx ^ 

in welcher H^ H^^ * • - Hp die Lösungen einer Oleichung p^^ Grades 

sind 

(60) . . . . jE?p + C3^(x) Hp-^ + a)^(x) m^^ -\ \- (Oj,{x) = 0, 

deren Coefficienten rational von x abhängen, während die diesen Werthen 
0iigehörigen algebraischen Irrationalitäten eine rationale Function dieser 

Lösungen und der Grösse x multiplidrt mit der Irrationalität yB(x) 
gleich sind. 

Umgekehrt ist aber auch leicht zu sehen, dass, wenn H die 
Lösung einer algebraischen Gleichung (60) p^^ Grades mit in x ra- 
tionalen Coefficienten bedeutet, und es ist 

X-^^ = F{x, H) 

für jede Lösung JB" jener Gleichung p^^ Grades, worin F eine rationale 
Function bedeutet, dann durch Differentiation der Gleichung (60) 

dH = f{x, H)dx 

sich ergiebt, worin f ebenfalls rational ist, und daher 

F^{H)dH ^ Fi(H) f{x, H) dx ^ 

^B^W) F{x,H)YM(xj 

setzt man auf beiden Seiten dieser Gleichung für H die p Lösungen 
der Gleichung (60) ein und addirt die Resultate, so erhält man 

F, {H„) dH^ P F, (HJ nx, H^) dx 




^ y^m ^ ''("'''«> fi^w' 



und da auf dei^rechten Seite — -— — vor die Summe besetzt und die 

übrig bleibende Summe, als rationale symmetrische Function der 
Lösungen der Gleichung (60) betrachtet, rational durch die Coeffi- 
^ cienten derselben also durch x ausgedrückt werden kann, so folgt 
eine Gleichung von der Form 

F,{H,)dH, F,{H,)dH, . , F,{H^)dHp ^ y jx) dx 

welche der Beziehung (59) analog ist.*) 

*) Es mag bemerkt werden, dass der obige Satz einfacher hätte eingesehen 
werden können, wenn man unmittelbar von der Symmetrie der rechten Seite 

der Gleichung (24) in Bezug auf die n Werthe von yR (x) ausgegangen wäre, 
doch sollte an dieser Stelle des Folgenden wegen die Methode der Herstellung 
der Gleichung (60) angegeben werden. 

Königsberger, DifFerentialgleich. 10 
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Die Verallgemeinerung dieses Satzes wird, wie schon oben hervor- 
gehoben worden, später gegeben werden, wenn erst die Natur der 
auf einander transformirbaren algebraischen Irrationalitäten, welche 
im gegebenen Integrale der DiflFerentialgleichung sowie in den Coeffi- 
cienten derselben vorkommen, näher erforscht sein wird. 

§12. 

Anwendung der Beduotionsformeln auf die Behandlung der 

Frage von der Zurückführbarkeit hyperelliptiBCher Integrale auf 

elliptische und hyperelliptische niederer Ordnung. 

Um eine Anwendung des im vorigen § bewiesenen Satzes zu 
geben, wollen wir denselben zuerst zur Untersuchung der Frage be- 
nutzen, wann die DiflFerentialgleichung 

(61) .... -^ + Fl ^^^-^ H h r^_i -^ = j/, 

in welcher F^, Fg, • • • F^—i und y rationale Functionen von x und 

yB{x) sind, und R{x) ein ganzes Polynom 2|)+ V^ Grades von x 
bedeutet, ein Integral von der Form 

(62) • • • • ;s? = w + -4i log %+••• + -4x log Vx 

/ > . J^ 
+J Viäs +J y^ds H hj y^äs, 

haben kann, in welchem auch elliptische Integrale vorkommen sollen — 

dz 
für den einfachen Fall der DiflFerentialgleichung -^ = y die Frage von 

der Reduction hyperelliptischer Integrale auf elliptische. So wird 
z. B. die DiflFerentialgleichung • 

d^z^ _, 1 dz_ _ —^x'^ + ^x^—x—l 

[(ä*— l)(8aj« — 6a;--l)J 



dx^i^ («..-1) (8^38 _ 60^-1) dx r/.*_iN/Q^8_.,_iMf 



durch das elliptische Integral befriedigt 

ds 
= 



^J V¥^ 



1) (2s + 1) 

in welchem 

ri = 4a^ — 3x 
ist. 

Es war im vorigen § gezeigt worden, dass, wenn die Gleichung 

(61) ein Integral von der Form (62) hat, noth wendig, wenn das in 

(62) der Voraussetzung nach vorkommende elliptische Integral durch 

}(s, y^) ds 



ß 
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bezeichnet wird, worin f eine rationale Function und 

<p(5)=5(l— 5)(1 — C^S) 

ist, jedenfalls, weil in Gleichung (59) |> = 1 und JP\ (JET) = 1 zu 

setzen ist, auch 

.ggv dH 2f{x)dx 



• • . • 



sein muss, worin H nach Gleichung (60) eine rationale Function von rr, 
Y(p{H) sich durch eine rationale Function von x multiplicirt mit 

yR(x) ausdrücken lässt, und das auf der rechten Seite dieser Gleichung 
stehende hyperelliptische Differential eines erster Gattung ist; die Frage 
ist somit darauf zurückgeführt, die Bedingungen für die in den Coeffi- 
cienten der Differentialgleichung Yi, Fg, • • • Y^— i, 2/ vorkommende 
Irrationalität YbJx) zu untersuchen, für welche ein zu ihr gehöriges 
Integral erster Gattung auf ein elliptisches Integral erster Gattung 
reducirbar ist, wobei die Transformation, wie oben gefunden, stets eine 
rationale sein wird, 

Suchen wir zuerst Eigenschaften der rationalen Transformation 
festzustellen, welche das elliptische Integral erster Gattung 

ö[y 

V'y(l-2/)(l-c«2/)' 
in ein hyperelliptisches verwandelt. Sei dieselbe 

so folgt 

/gg\ # dy / dx dx 





yy(l-y)(l^c'y) I ^ÜV {J -- ü) (V - C^ ü) 



setzt man voraus, dass U und F nicht gemeinsame Factoren besitzen, 
so werden nicht zwei der Factoren 

U, V, F- U, V—(?U 

dieselbe Lösung haben können, ausserdem ist bekanntlich jede doppelte 
Lösung des Polynoms unter der Quadratwurzel ein Theiler des Zählers, da 

^ ^ dx dx dx dx 

ist, und machen wir nun die Voraussetzung, dass m > w, so wird der 
Grad des Radicanden 3m + '^ sein, so dass, wenn das durch die 
Transformation zu erhaltende hyperelliptische Integral erster Gattung, 
welches zu einem Polynome Il{oo) vom 2jp-|" V^"^ Grade gehören mag, eine 
ganze Function t^^ Grades (^<i?) im Zähler haben soll, weil 

J TT dl V 

^ — U -^ — vom w + w — V^ Grade ist, das Polynom unter 



dx dx 

10* 
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der Quadratwurzel m + n — 1 — x Doppelfactoren besitzen muss, 
und sich somit die Beziehung ergiebt 

2(m4-w— 1— x)4-2i>4-l = 3in + w 
oder 

m = n + 2(p — x) — 1, 

welche zwischen dem Grade des Zählers und Nenners der Trans- 
formation besteht, wenn der Grad der ganzen Function von x, welche 
den Zähler der Function unter dem hyperelliptischen Integrale erster 
Gattung bildet, der x*® sein soll. 

Erwägt man nun andererseits, dass das Polynom unter der 
Quadratwurzel der rechten Seite der Gleichung (65) die willkürlichen 
Constanten 

ÜQ, «1, • • • amj \f hf" ' ^n und c* 

enthält, deren Anzahl 

m + n + 2 = 2n + 20 — x) + 1 

ist, und dass die Festsetzung, dass dieses Polynom 

m -\- n — 1 — K = 2n -\- 2p — 3x — 2 

Doppelfactoren besitzen soll, bekanntlich die willkürlichen Constanten 
eben sovielen Bedingungsgleichungen unterwirft, so sieht man un- 
mittelbar ein, dass noch x -f- 3 Constanten willkürlich bleiben. 

Für den Fall dass m < w, liefern genau dieselben Betrachtungen 
dasselbe Resultat, während sich n = m + 2(j> — x) — 1 ergiebt. 
Ist endlich m =* n, so wäre das Polynom unter der Quadratwurzel 
im Allgemeinen vom 4 m*®*^ Grade, und da dasselbe durch Herausnehmen 
von Doppelfactoren immer nur wieder ein Polynom paaren Grades 
werden könnte, so muss, wenn jene Transformation das oben Ver- 
langte leisten soll, unter X eine der Zahlen 1 oder c^ verstanden, 
eine Reihe von Beziehungen der Form bestehen 

im = Xamp bm—i = Aa»i_i, ' • • ih = Xaji, 

so dass der Grad des Polynoms unter der Quadratwurzel der 3m + A — P 

wird; bemerkt man ferner, dass sich der Grad von V —^ U -j- , 

wie unmittelbar zu sehen, auf den m -\- h — 2^^ reducirt, so folgt 
wiederum die Beziehung 

2(m + Ä — 2 — x) + 2i>+l = 3m + Ä— 1, 
oder 

w^ = Ä + 2(l> — x) — 2. 

Da nun aber in diesem Falle die Anzahl der willkürlichen Con- 
stanten m -}- Ä + 1 ist, und die Anzahl von m-\-h — 2 — x Doppel- 
factoren ebensoviel Bedingungen zwischen den Constanten nach sich 
zieht, so bleiben wiederum, stets abgesehen von den mehrfachen 
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Werthecomplexen der aus den Bedingungsgleichungen folgenden Con- 
stanten, X + 3 willkürliche Constanten übrig, somit in allen Fällen 
dieselbe Anzahl. 

Es giebt somit m jedem Geschlechte p und m jedem Grade x*) 
ein hyperelliptisches Integral erster Gattung, welches auf ein elliptisches 
mrückführhar .ist^ und zwar enthält dieses unabhängig von dem Grade 
der Transformation noch « + 3 mllkürliche Constanten. 

Da die Anzahl x + 3 der willkürlich gebliebenen Constanten 
grösser wird mit wachsendem Grade des Zählers der Function unter 
dem hyperelliptischen Integrale erster Gattung, so kann schon hieraus 
geschlossen werden, dass, wenn ein hyperelliptisches Integral erster 
Gattung auf ein elliptisches Integral redudrhar ist, nicht jedes zu der- 
selben Irrationalität geJiörige hyperelliptische Integral erster Gattung 
ebenfalls auf ein elliptisches Integral muss reducirt werden können. 

Es ist aber nun eine weitere und wichtigere Frage zu erörtern, 
nämlich oh zu jedem Geschlechte p auch wirklich immer eine solche 

Irrationalität yil{x) gehört, dass alle zu dieser gehörigen hyperellipti- 
schen Integrale auf elliptische redu/ciriar sind, und das zur Untersuchung 
dieser Frage angewandte Princip wird uns zugleich zur wirklichen 
Herstellung reducirbarer Integrale fuhren. 

Um für die Untersuchung dieser Frage die grösste Anzahl ver- 
wendbarer Constanten zu haben, müssen wir für x die grösstmög- 
liche Zahl d. h. jp — 1 wählen, in welchem Falle, da für m> n 
m = n -]- 2 {p — x) — 1 war, m = n -\- \ sein wird; nehmen wir 
nun die zum niedrigsten Grade gehörige Transformation, welche zu- 
gleich vermöge der oben aufgestellten Bedingungsgleichungen für den 
Integralmodul c^ mehrere Werthe liefert — wir werden sehen, dass 
diese kleinste Transformationszahl in der That p Werthe für den 
Integralmodul liefert, also p selbständige elliptische Integrale — so 
wird, weil 3m + w>2p+ 1 sein muss, 4w + 3>2^+ 1 oder 

n > ^^^ — folgen, und somit, da n den kleinsten Werth haben soll, 

f ür 2> = 2 Ä w = Ä 

für^ = 23r+l w = Ä + l 

sein. Ist I. w = ä , also m = ä + 1 , so ist der Grad von 

^ dU TT ^^ 



dx dx 

der 2%^, der Grad von UV{V — TJ) der 3;r + 2*% so dass, wenn 



*) Der Grad x eines hyperelliptischen Integrales erster Gattung soll durch 
den Grad des Zählers der Function unter dem Integral definirt sein. 
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wir c^ der Bedingung unterwerfen, dass V — (?TJ einen und nur 
einen Doppelfactor besitze, die gleich Null gesetzte Discriminante, 
welche in c^ bekanntlich vom 2% ^== p^^ Grade sein wird, p Werthe 
für c^ liefert, während der Zahler des Differentials vom 2ä — 1 - p — V^"^ 
Grade, und das Polynom unter der Wurzel vom Grade Ssr + Z + J^— 1 
= 47r -f- 1 = 2^? + 1 ist, wie es sein soll. 

Ist dagegen 11. n = ä + 1 , also w a« « + 2 , so wird der 
Grad des Zählers des transformirten Differentials der 2 at + 2*® ; 
werden nun die Constanten der Transformation der Bedingung unter- 
worfen, dass einer der Pactoren des Polynoms UV(V — U), also 
z. B. V — U einen Doppelfactor besitzt, wird ferner c^ so bestimmt, 
dass auch V — c^ U eine doppelte Lösung zukommt, wofür sich aus 
der Discriminante, wenn man von dem einen bei der eben getroffenen 
Festsetzung bereits benutzten Werthe c^ = l absieht, 2(3r + 1) — l=p 
Werthe ergeben, so wird der Zähler wieder den Grad 27t =p — 1 
und das Polynom unter der Quadratwurzel den Grad 4jr-}-3 = 2^+l 
annehmen. Bezeichnet man somit in beiden Fällen die p in Be- 
tracht kommenden Lösungen der Discriminante mit c^^, c^^, • • • c^ , so 

erhält man, wenn man beachtet, dass die Verschiedenheit der Poly- 
nome unter der Wurzel nur vom Factor V — c? U herrührt, die folgen- 
den Beziehungsgleichungen: 

L für den Fall, dass p eine gerade Zahl ist, 

drj 



(66) 



/ 




y7?(i-72)(i-c,«i?*) 



{x — Xj) (x — l^)'''/x-'X \ (^ — fti) 



/ 



dri 



= r ^ 






— X^ ' ' ' /x — X \ (ä — Pi ) • • • /a; — Q \ 



} 



dt) 




(«P+ ßp^ + Vp<e' + ■■•+ VpX'-^)dx 



(x — li) (x — IL) • ■ ■ /x — X \ (x — a.) ■ • • /x — a \ 

für die Substitution 
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«0 + ^1 ^ + öfj Ä* -f- • • • + o X 



4-+^ 



-f-+i 

(67) . . . . iy = 



JL 

1 + &! a; + 6g ic' + ' • • + ^ ^ 

~2~ 



worin sämmtliche p + 2 Gonstanten a^, aj, • • • 6^, 6^, • • • willkürlich 
geblieben ; 

II. wenn p eine ungerade Zahl^ 



(68) 



(«1 + ft ^ + Vi^^H- • • • + ViÄ?''~*)<fa? 



r/(^ - O (a? — ^2) • • • /^ — ^j^-j-3\ (« — f*i) • • • /a? — f t^_i \ 



dri 



■h 






(oj — ij) (a; — X2) . . • /^ — ^3^+3\ i^ — Qi) • • • /a;— ep-i 



/^- ^3j>+3 \ (^-^i) • • ' (^-'^P:r±\ 



drj 






für die Substitution 

l>+3 



(69) • • • • iy = 



£+1 > 

2 

in welcher zwischen den ^+3 Constanten «o? ^1? * * * ^0? ^i? * * ^^^ 
eine Bedingungsgleichung besteht, also wieder j? + 2 derselben 
willkürlich bleiben. 

Will man nun für den Fall, dass p eine gerade Zahl ist, in den 
Gleichungen (66) überall dieselbe Irrationalität des hyperelliptischen 
Integrales erhalten, so wird man die willkürlich gebliebenen p + 2 
Constanten a und h so bestimmen müssen, dass ^li^ = ^^ = • . = (j^ 

wird für g=l,2,--- ^— l:da aber die Anzahl der Integrale 



152 §• 12. Anwendung der Bedactionsformeln etc. 

p ist, so wird für ein gerades p \k ~^) iP — 1) <2? + 2 sein müssen, 

d. h. p nur gleich 2 oder 4 sein können , wenn Gleichheit der Poly- 
nome stattfinden soll, und es werden für p = 2^ also 2p •■\- \ =^b 
noch 4 Constanten, für 1> ^= 4, also 2|> + 1 = 9 noch 3 Constanten 
willkürlich bleiben. Betrachten wir dagegen den Fall, dass p eine 

ungerade Zahl ist, so wird (p — 1) ^^-^ — <|) + 2, d. h. p nur 

gleich 1 oder 3 sein können, und es werden für |> = 1 , also 2|9 + 1 = 3 
noch 3 Constanten — der Transformationstheorie der elliptischen 
Integrale entsprechend — für p = 3, also 2jp + 1 = 7 ebenfalls 
noch 3 Constanten willkürlich bleiben, und dieselben Resultate er- 
geben sich für w < ». Wir erhalten somit den Satz, dass im All- 
gemeinen nur für elliptische Integrale und hyperelliptische Integrale 
erster^ zweiter und dritter Ordnung soviel Integrale erster Gattung^ als 
das Geschlecht anzeigt^ eooistiren, welche zu gleicher Zeit auf je ein 
elliptisches Integral redudrbar sind, oder für welche sämmtliche Funda- 
mentalintegrale erster Gattung durch eine Summe elliptischer Integrale 
darstellbar sind^ deren Anzahl dem Geschlechte des hyperelliptischen 
Integrales gleich ist, indem die oben gebrauchte Transformation 
niedrigsten Grades offenbar die geringste Anzahl von Factoren unter 
der Quadratwurzel liefert, welche von den verschiedenen Werthen 
des Integral moduls abhängen. 

Wenden wir die eben gemachten Auseinandersetzungen auf den 
Fall p = 2 an, üben also auf das Integral 



f 



l/l?(l-7?)(l-C«1?) 



die rationale Transformation zweiten Grades*) (wir wählen hier 
m < w) 

^ l + b^x + b^x^ 
aus, so folgt 

drj 

( — ai&2^* — 2ao&2^ + **! — aQhi)dx 



V{ao+a,x)(X+h,x+b,x^){l-a,+ {b,-a,)x+b,x*^^^^ 

und wenn wir die Constante c^ der Bedingung unterwerfen, dass 

1 — c^aQ + (^1 — (?a^x + &2^ 

*) Dass eine Transformation ersten Grades nicht ein elliptisches Integral 
in ein hyperelliptisches überführen kann, ist unmittelbar einleuchtend. 
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zwei gleiche Pactoren haben soll, oder dass c* der Gleichung genügt 

(A) .. . . (b,-(?a,f- Ab,il-<^a,) = 0, 
SO wird der Factor 

vor die Quadratwurzel treten und für jeden der beiden aus (A) sich 
ergebenden Werthe von (? im Zähler enthalten sein. 

Nennen wir die beiden Lösungen von (A) c^^ und Cg^? so wer- 
den sich für dieselbe Substitution die beiden Gleichungen ergeben 



dri 



a.Vf,{^-^\-~^^-)ä. 



V'7,(l-9,)(l-c,',,) >/(«„+a,-B)(l+6,«+6,x«)(l-o„ + (6,-a,)a; + 6,x') 
und 

___ä, -^^^M^' ^ "^^)'^ ^ 

und somit zwei verschiedene Integrale erster Gattung, welche zu 
derselben Irrationalität gehören, auf je ein elliptisches Integral zu- 
rückführbar sein und zwar durch ein und dieselbe Substitution 
niedrigsten, hier des zweiten Grades. Bringen wir zur Vereinfachung 
dieser Beziehung das hyperelliptische Integral erster Ordnung auf 
seine Normalform, indem wir die 4 willkürlich gebliebenen Constan- 
ten so bestimmen, dass das Polynom die Lösungen und 1 an- 
nimmt, also 

ao = 0, 1 -f 6i — «1 + 62 = 

ist, und führen statt der beiden noch übrig bleibenden willkürlichen 
Constanten die Grössen x und A durch die Beziehungen ein 

l-T- + ^ = Ö' 1-1^ + 1^ = 0' 
SO folgt leicht 

61 = X + A, b^ = xX, «1 = (1 + x) (1 + A), »0 = 0, 
und aus der Gleichung (A) die beiden Werthe 

so dass die oben aufgestellten Beziehungen zwischen den beiden ver- 
schiedenen hyperelliptischen Integralen erster Ordnung und den 
elliptischen Integralen njit Berücksichtigung des Zeichens die Form 
annehmen 
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J ]/x(l--aj)(l + xa;)(l + Xa;)(l — xXa;) 





dri 



l/(l+K)(l + i) 



und 




i/wi «^A j^i+y^y „\ 



\xy%X — \)dx 



J yxi\ — x){l + %x){\ + Xx){l — %Xx) 





dri 



i/(i+x)(i+i) I 1/ / (1/7- ]/r) 



]/„_„(._J^ffiL-,) 





und zwar vermöge derselben Transformation 

(l + x)(l + X)rc 



71 = 



{X + 'iiX){l-\-lx) ' 



würde man die Transformation zweiten Grades, für welche m > n 

ist, anwenden, also 

a^ + a^x + a^x^ 

^ \ + h^x > 

so würde man auf das hyperelliptische Integral 

(a -|- hx)dx 



yx{x-\){x^a){x^^){x-- ^^^_^ ) 

geführt werden, welches ebenfalls auf elliptische Integrale reducirbar 
ist und sich von dem obigen nicht wesentlich unterscheidet; es sind 
dies die bekannten Jacob loschen Integrale. 

Wendet man auf das elliptische Integral nicht die Transformation 
niedrigsten, also zweiten Grades, sondern z. B. die dritten Grades 
an, so folgt, wenn man das elliptische Integral in der Form 



/ 



dri 



zu Grunde legt und darauf die Substitution 

^ aQ + a^x + a^x^ + x^ 

anwendet. 



§ 12. Anwendung der Reductionsformeln etc. 155 

(m) ^ '^^ ^ 

(&o + ^1 ^ + ^2^^) («1 + 2a2aj + 3ic'*) — («o + «1^ + ^a^* + ^*) (^1 + 263 üj) 

_^ /(^o+ hiX+h^x"^) (x^+ (o, — cfi 62)a;2+ (aj — ai&i)a;+ {%—cciho)) 

' («'+ («2 —«2 &2)«^*+ («1 —«2 ^)^+ K — ^2 h)) 

(X^+ (»2 — «8^2)^^+ («1 — a8&l)«+ K — «S^o)) 

und es sind nun die Gonstanten so zu bestimmen, dass unter der 
Quadratwurzel der rechten Seite, nach Ahsonderung der Doppel- 
factoren, nur ein Polynom 5*®" Grades übrig bleibt. Nehmen wir zuerst 
^2 = ^1=0, &Q=1, und bestimmen die Constanten a^, a^, a^^ 
«1, «2; ^s so, dass, wenn a^ — «^ = A, a^ — «g = JB, % — a^ = C 
gesetzt wird, die Factoren 

a? + a^x^ + a^x -^ A und 01? + <^%^^ -f- »i rc + JB 

je zwei gleiche Lösungen haben, so wird nach Absonderung der 
Doppelfactoren das Polynom unter der Quadratwurzel offenbar vom 
5ten Qrade sein; die Forderung der gleichen Lösungen liefert aber 
bekanntlich, wenn 

2(3«! — «2^) = P, 9.4 — ai «2 = 0, 9B — a^a^^R 
gesetzt wird, die Bedingungen 

3 ö^ — 2a^PQ +vP'ai = 0, ^R^ — 2a^PR + P^ = 0, 
welche wiederum die beiden Beziehungen 

3(Q + R) = 2a^P und P^a^ = 3QR 

nach sich ziehen. Mit Hülfe dieser Bedingungen ergiebt sich leicht 
das nach Abtrennung der Doppelfactoren unter der Quadratwurzel 
übrig bleibende Polynom in der Form 

^+ I o.a!' + i (<!,' + '»,)*• + (- "T" + 20,0, + O)»« 

während das Product der Doppelfactoren gegen den Zähler des 
DiflFerentialausdruckes fortfällt, und man erhält 



x^ 



3 j (v — «i) (^ — «2) {n — «3) 




dx 



+|«,»'+4-('>.+'».)«'+(-^'+»''.«,+ 0)«"+(-2!|>-'+-io,'+|-<.,c)« ' 
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worin a^^a^,C drei willkürliche Gonstanten bedeuten^ während a^, «g, «^ 
aus den oben angegebenen Beziehungen zwischen A, B, C, P, Q, R 
und den beiden Bedingungsgleichungen, denen P, Q, M genügen 
mussten, hervorgehen. Setzt man zur Vereiufachung, um auf ein 
von Hermite*) gegebenes Integral zu kommen, 

«2 = 0, ai=— — a, (7 = —-, 
so folgt 

dr] l dx 




J ]/(«:»- a) 



vermöge der Substitution 

71 = 0^ — —ax + a^, 

worin noch a^ beliebig ist. Da ferner 

^0 — ^1 =" -^J % — ^2 ^^ -^y % — ^3 = C' 

war, so folgt, wenn ausserdem noch a^ = gesetzt wird, 

ccs = — C=~, 
und es ergiebt sich ays den Definitionsgleichungen von P, Q, R 

und mit Hülfe der für diese Grössen aufgestellten Bedingungs- 
gleichungen 

Q = -r(^^i -ß = T öt^i also A = — a^, B == r <^^> 

4 4 4' 4' 

so dass «1 = — - a^j a^ =— a^ folgt. Es nimmt somit das elliptische 
lutegral die Form an 



1 f ^'^ 

7 W- i •■) (' 



+1) 



und man erhält, wenn — i? statt ri gesetzt wird, die gesuchte Be- 
ziehung 

dr] 



dx — C- 

y{x^^ a) (8a;3 -^ax — h) ~ ^J ^ 



vermöge der Substitution 

4tx^ — Sax 



a 



*) Annales de la societe scientifique de Bruxclles (l*® annäe 1876). 
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Gehen wir wieder zur Gleichung (m) zurück und machen nicht 
die oben für die Grössen 6^, 6^, b^ gemachte Annahme, sondern be- 
stimmen die Gonstanten so^ dass die drei Polynome 

^ + («2 — a?&2) ^^ + («1 — ^^h)x + K — «?^o) 
für 9 = 1, 2, 3 je einen Doppelfactor besitzen, so wird wieder nach 
Absonderung derselben das Polynom unter der Quadratwurzel vom 
5*®^ Grade sein und jedenfalls als quadratischen Factor den Nenner 
der Substitution fco "h ^i^ + h^^ enthalten; man erhält dann, wenn 
man genau wie oben verfährt und die willkürlich bleibenden Con- 
stanten, wie dies eben geschehen, passend bestimmt, die Beziehung 



yxdx 1 / 



dri 



vermöge der Substitution 



3(a;» — a) 

Damit ist nun die Aufgabe, hyperelliptische Integrale anzugeben, 
welche auf elliptische Integrale reducirbar sind, erledigt, aber eine 
wesentlich andere Frage ist die, bei einem speciell vorgelegten hyper- 
elliptischen Integrale zu entscheiden, ob dasselbe auf elliptische In- 
tegrale reducirbar ist, oder, mit Bezug auf die obige das Integral 
linearer Differentialgleichungen betreffende Untersuchung, für die 
in den Coefficienten der Differentialgleichung vorkommenden alge- 
braischen Irrationalitäten zu entscheiden, ob in dem Ausdrucke 
für das Integral der Differentialgleichung auch elliptische Integrale 
enthalten sein können. Die Entscheidung dieser Frage hängt mit 
den Eigenschaften der Perioden des hyperelliptischen Systems zu- 
sammen oder mit der Beschaffenheit der diesem Systeme angehörigen 
'ö'-Functionen. Ich werde im Folgenden die Grundzüge der Trans- 
formationstheorie der '^'-Functionen, welche einem hyperelliptischen 
Systeme erster Ordnung angehören, als bekannt voraussetzen*) und 
ebenso den aus der Definition des Transformationsproblems hyper- 
elliptischer Systeme folgenden Satz, dass, wenn die beiden hyper- 
elliptischen Integrale des Systems auf elliptische Integrale reducir- 
bar sind, nothwendig die zu jenem Systeme gehörigen 'ö'-Functionen 
zweier Variabein sich algebraisch durch die zu jenen beiden ellipti- 
schen Integralen gehörigen '^'-Functionen einer Variabein ausdrücken 
lassen; die Umkehrung dieses Satzes ergiebt sich offenbar aus den 
bekannten Beziehungen zwischen den '^'-Functionen und den Variabein 



*) Vergl. die Arbeit von Hermite (Comptes rendus tome XL) „sur la 
thäorie de la transformation des fonctions Ab^liennes^' ond meine Arbeiten über 
die Transformation der hyperelliptischen Functionen im Journal von Grelle. 
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der Integrale unmittelbar. Es sind somit nur die Perioden des vor- 
gelegten Integrales zu berechnen; aus diesen die Moduln der 
'O'-Funetionen zu bilden und zu sehen, ob das Fundamental-ö" sich 
algebraisch auf elliptische «d* -Functionen reduciren lasse; ist dies 
der Fall, so wird das hyperelliptische Integral auf elliptische Inte- 
grale reducirbar sein, und die Reductionsformel der 'ö'-Function wird, 
in die entsprechende Beziehung zwischen den zugehörigen Integral- 
grenzen umgesetzt, die algebraische Transformation des hyperellipti- 
schen Integrales in die elliptischen liefern. 

Legen wir z. B. der Untersuchung das Integral 

dz 



I 



oder das aus diesem durch die Substitution is^ = y hervorgehende 

dy 



f 



zu Grunde, welchem das hyperelliptische System entspricht 

^2/1 + ^y^ _ = du. 



1/2/1(2/1*- 1) y2/2(2/2*-i) 



2/i<^2/i 






y2/i(2/i'-l) y2/2(2/2*-l) 

so ergeben sich bekanntlich die 4 gleichzeitigen Periodenpaare in 
der Form 



©11 = 



= _ f ^y 0,;, = - i r-JM= 

J 1^2/(2/*- 1) J 1/2/(1-2/*) 



— 1 



»12 = 



«21 



J Vy(i/*-i) J Vy{i-y*) J Vy(.t-y*) 

— i 10 

J Vyiy'-^) J 1/2/(1-2/*) 



— 1 



^22 



= r y^y a,i,=-ir j^y_ +.:/ " y^y . 
J y2/(2/*-i) J 1/2/(1 - 2/*) J 1/2/(1 - 2/*) 

— t 1 



Nun folgt aber leicht, dass 

i — 1 



/• ^ yrr ^y 

J Vy(y«-l) J V-y(if*-i) 




— 1 



^ J l/-2/(2/*-l) J y-y(y^-l) 

— t 

dy yi r dy 



J Vy(.y*-i) * J 



Vy(y*- 1) 
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oder dass 



ist; ebenso ergiebt sich 



o 



12 = G— y^)ß)ii 



o» 



22 



f021 = (l + y^) ß>21 > ß>22 = (l + ** V^+ ^)^2r 

I 

Daraus folgt aber in bekannten Zeichen, wenn 

= — Ayiii + 2}/^— l) ojii (»22 



O^ii; 



<y = 



2 (Oll ^ ^12 

2a)2i 2(022 
gesetzt wird, dass die ^-Moduln die Werthe annehmen: 







1 


'^11 




C 
1 


'*^12 




a 

1 


^22 




(> 



2 ©21 2 ©22 

2oi2 2 0^2 

2(022 2(022 

^ (Dj^ ^ 2 (Ol 2 

2(02][ 2(022 



2 (.•-!) 



»■ + 2 y« —1 



(l + iV2) 



"^21 



t — 1 



i 4- 2 l/i —1 



= ^{l + iV2) 



44.2]/*— 1 3 "^^ 



und sich somit die Beziehung ergiebt: 

während die Argumente der -Ö'-Functionen v^ und V2 vermöge der 
Gleichungen 

Wi =2(011 Vi + 2(012 «?2 
t*2 = 2(Ö2i«;i + 2(D22«^2 

durch die Ausdrücke bestimmt sind 



Vi 



V« 



2{2i — yi +iyi )a)ufl> 
fl>2i ^1 — ß>ii ^2 



21 



^ 2(21-1/* +*VO«>llfl'21 

Gehen wir nun zur Untersuchung des Fundamental --O' über, so 
folgt vermöge der gefundenen Beziehung Tu = 2^12, dass 

*(«i, »2) =5'' S« c-«<*"''''+**"-"'+*«'^') cos (2«iVi + 2M8Va)3r 



•00 —00 



00 -f-00 



— 00 —00 



r"W-'+T)+(^-^H 



cos(2WiVi+2w2V2)jr, 
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oder wenn 

^1 = w/ ^2 = Y w/ + < 
gesetzt wird, 

*9'(^i, «^2) = ^"' ^1 ^ e ^ ^ e ^ ' cos 2 ( Wi + 2 / ^'^ ^ ^^® 2 W2 ^2 ^ 

— 00 — 00 

4-00 4-» / , no\* / *,,\ . 

— J>«i ^»2 e ^ ' e ^ ' sm 2 lwi+ -^/^i ^ sin 2n2 t^ Ä 

— 00 — 00 

ist. Nun ist aber 

4-00 +00 / , «,\* / *ll\ „ 

>«i >«i e \ 2 / cos 2 1 Wj -j — 2 ] ^1 Ä ß cos 2^2 ^2 ^ 

— 00 — 00 

= >«i ^fi e cos 2 {n^ -f- V2) Ui 7C e ^ ' cos 41/2^2 ä 

flO — 00 

-4-00 4-00 / 1\* 

+ >^»i >»'!» e ^ ' cos 2^Wi + V2+ YJWi ^rX 



00 00 



e ^ ^' cos2(2i/2+lX3t, 



oder wenn n^ + ^2 =«i^i gesetzt wird, 
= >wii >f2 e cos 2 w^Wj Ä e ^ ' cos 41/2^2 ^ 



00 — 00 



+ >m. ^.e \ ^/ cos(2mi + lXjre ^ *^ cos2(2i/2 + lX3r 



— 00 — 00 

= >ni e cos 2m^u^ % • >»'a e ^ ^ cos 41/2^2 ^ 

— 00 . — 00 

+ >!..e ^ *^cos(2»Wi-|-1)m;«- >r, e ^ W^ ^ cos 2(21/2+ !)<«, 



■00 00 



und daher mit Hülfe der Definitionsgleichungen der elliptischen 
'&■- Functionen 

►«1 >«2e ^ 'c ^ ' cos 2 ( Wj + -^ I Mj TT cos 2n2W2 ^ 



00 00 



+ Y «• («/, ^ii)2['9' (<, ^22 - "X") - * (V, ^22 — -T") ) 
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Machen wir in dem zweiten Theil der oben hingeschriebenen 
hyperelliptischen -O'-Function dieselbe Transformation, so folgt 

>n, yn^ e ^ ''' e ^ ' sm 2 I Wi + 2 ) ^1 ^ ^"^ 2W2t*2 Ä 



— 00 00 

+ 00 



= >mi e sin 2m^u^ n • >»', e ^ * ' sm 4:V^u^ % 



— 00 — QO 



^ ^^sin(2mi+lKjr.2^e V ^ / sin2(2i/,+lXÄ=0, 



+ >m.e 



— OO 00 



und es ergiebt sich somit für x^^ =2%^<^ die Beziehung 

+ Y •O' («,', ri,)is j «• ^Mg', rjg — ^^ - «• /<, rg2 — -^^ j , 
worin 

/ ^ («' — VO «»n «i _ + («' yt~+ »') <»ii « 1 
^* 2(2.-V'i"+tl/i")o'n««>2i 

^ sass ^; — 

2 (2 1 — l/i + * y* ) <»ii o>ai 

ist, und aus welcher somit nach den obigen Auseinandersetzungen 
folgt, dass das vorgelegte Integral auf elliptische Integrale reducirbar 
ist; in der That ist das Integral 



Vy(y' 



-1) 

nichts anderes als das oben auf algebraischem Wege reducirte 
Jacobi'sche Integral 

r dy 

J V'y(l-2/)(l + H2/)(l+Xt/)(l-xXy) ' 

wenn in letzterem x = 1 , A = i gesetzt wird. Macht man in der 
eben gefundenen Beziehung zwischen den hyperelliptischen und 
elliptischen ^-Functionen Substitutionen von halben Perioden, so er- 
hält man die entsprechenden Gleichungen für die anderen '^'-Functionen; 
setzt man femer die Argumente gleich Null, so ergeben sich die 
Beziehungen zwischen den Integralmoduln, und die nun zu bewerk- 
stelligende Zusammensetzung der reducirten ^'-Functionen zu Quotienten 
liefert dann die algebraische Transformation, die wir jedoch schon 
oben gefunden haben und nicht noch auf diesem Wege herleiten 
wollen. 

KönigBberger, Differentialgleich. 11 
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Aber nicht bloss die Frage der Reduction hyperelliptischer Inte- 
grale auf elliptische, sondern auch die der Reduction hyperelliptischer 
Integrale irgend welcher Ordnung a^f solche niederer Ordnung über- 
haupt ist vermöge des oben ausgesprochenen allgemeinen Transforma- 
tionssatzes einer Beantwortung föhig. Es war nämlich gezeigt worden, 
dass, wenn ein hyperelliptisches Integral 20+1*®' Ordnung auf hyper- 
elliptische Integrale niedrigerer, 2r + 1*®' Ordnung reducirbar ist, 
nothwendig ein hyperelliptisches Integral 2(T+1*®' Ordnung und erster 
Gattung gleich sein muss einer Summe von t gleichartigen hyper- 
elliptischen Integralen 2r+l*®' Ordnung, deren t Grenzen Lösungen 
einer Gleichung r*®^ Grades sind 

(70) . . . . fl* + (o^{x) fl^-^H a>*(a;) = 0, 

deren Coefficienten rationale Functionen von Xy und für welche die 

zu den Lösungen dieser Gleichung gehörigen Irrationalitäten ^^121(5^) 
sich durch eben diese Lösungen, durch x und die zu dem ursprünglichen 
hyperelliptischen Integrale 2ö-|-l*®' Ordnung gehörige Irrationalität 

)/jB(ä;) in der Form ausdrücken lassen 

— -==- = ± (Xj M), 
yB {x) 

oder 



wenn F(x^ H) eine rationale Function von x und H bedeutet, und 
diese Bedingung war auch, wie oben gezeigt worden, die hinreichende. 
Die Frage also, wie ein hyperelliptisches Integral 2ö + 1*®' Ordnung 
beschaffen sein müsse, damit es auf hyperelliptische Integrale 2r + 1*®' 
Ordnung zurückgeführt werden könne, lässt sich somit auch folgender- 
massen ausdrücken : 

Welche Beziehungen müssen zwischen den Grössen a^, «21 ' ' ' «2<y + i 
bestehen, damit die rationalen Functionen ß>i(i»), cogC^»), ••• G)t{x) so 
bestimmt werden hörnten, dass für die t Lösungen der Gleichung (70) 
die linke Seite der Gleichung (71) sich rational durch x und durch die 
respective Lösung ausdrücken lässt oder — in bekannter Ausdrucksweise 
— dass- jene linke Seite mit der Lösung der Gleichung (70) gleichver- 
zweigt ist? ^ 

Wie nun diese Aufgabe in allen Fällen zu lösen ist, mag an 
der Behandlung*) der Frage gezeigt werden, welche die Reduction 

*) Die nachfolgende Methode gestattet auch weit allgemeinere Transformations- 
fragen zu behandeln und liefert, wie ich gezeigt habe, z. B. den Satz, dass ein 
allgemeines Transformationsproblem für hyperelliptische Integrale von höherer 
Ordnung als der ersten nicht existirt; s. meine Arbeit „üeber die Erweiterung 
des Jacobi'schen Transformationsprincips". (Crelle's Journal B. 87.) 
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der hyperelliptischen Functionen zweiter Ordnung auf diejenigen 
erster Ordnung zum Gegenstande hat und somit, da r = 2 ist, von 
der Untersuchung der Gleichung ausgehen muss 

(72) .... a>,{x) H'+a>,{x)H+ (o,{x)=0, 

in welcher die Coefficienten dieser Gleichung ganze Functionen von x 
bedeuten. Beschränken wir zunächst das Problem auf die Aufsuchung 
von Transformationen zweiten Grades, welche das noch näher zu 
chrarakterisirende hyperelliptische Integral zweiter Ordnung auf solche 
erster Ordnung zurückführt, so wäre die folgende Aufgabe zu lösen: 
Es sollen die nothwendigen und hinreichenden Bedingwngen für die 
Wurzln eines Polynoms 7*®^ Grades 

(x — «o) (x — «i) Qx) — «2) (^ — «3) (^ — «4) (^ — «5) (^ — «e) 
angegeben werden, damit für die Lösungen % und ri^ der quadratischen 
Gleichung 

(73).. . . . (1 + a,a: + a^x^) i?^ + {\ + h^x + h,x') r, 

+ Co + c^x + c^a^ = 0, 

worin a^, »g» ^o> ^if ^29 ^0? ^i> ^ ^^^^ ^^ bestimmende Constanten sind, 
der Quotient 



(A) 



1/(05 — «„) {x — «i) {x — «,) {x — a,) (a; — a^) (x — cj (a; — c,) 



iw welchem die Constanten ß^, ß^y /Jg; /'s; ß4, wöcä bestimmt werden 
sollen, respective mit i^i wwd 1^2 gleichver0weigt ist — somit die Er- 
weiterung der oben aufgeworfenen und beantworteten Frage nach 
den durch eine Transformation zweiten Grades auf elliptische Inte- 
grale reducirbaren hyperelliptischen Integralen erster Ordnung, welche 
auf den Jacobi'schen Fall führten. 

Wir behaupten, dass, wenn die bestimmbaren Grössen des Problems 
den Bedingungen unterworfen werden, dass in der Gleichung (73) 

dem 

die Werthe rj = ß^ und ß^ 

„ V = ßo und /3i 



(0).. 


• a; — «0 


(b).. 


• X — «1 


(c).. 


• X «2 


(b). 


• • a; — «3 


(e).. 


■ • X — «4 


(f)-' 


• a; == 00 


(9)- 


• • a; — «5 


(^)- 


■' X — Ug 



n = ß2 lind ß^ 
n = ß^ nnd ß^ 
ri = ß^ und cx) 
1^ = /J4 und 00 
eine Verzweigung von ri und 



V 



?> 



;j 



>7 



jy 



» 



V 



entsprechen, der Quotient (A) in der That wie 1/ verzweigt ist, und 
werden später untersuchen, ob den eben angegebenen Bedingungen 



11 
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sich stets durch algebraische Beziehungen zwischen den Grössen 
^0) ^17 ' ' ' ^6 genügen lasse. Nehmen wir also zunächst an^ man könne 
die eben aufgestellten Bedingungen befriedigen, so wird; weil nach (a) 
dem Werthe x = aQ die beiden verschiedenen Werthe /J^ und ß^ ent- 
sprechen sollen, nothwendig vermöge der quadratischen Gleichung (73) 
1^ um ßfy und ß^ herum eine eindeutige Function von x in der Um- 
gebung von «Q, und somit nach der Taylor'schen Reihe 

(74) ri — ßo = m^(x — a^) + m^{x — UqY -] 

sein; daraus folgt 

V — /3o=»»i(^ — «o) {l +%(^- «o)H ); 

und somit 

in-ßof^m^^x - ao)Ml + «i(^ - «o) + • • ■], 

SO dass in dem Quotienten (A) in der Umgebung von «^ für die 
Lösung ly, welche für a; = «q den Werth ßQ annimmt, 



Vx — Uq 

eine eindeutige Function von x wird, während die anderen Factoren 
des Zählers und Nenners von (A) an sich eindeutige Functionen sind, 
und daher (A) selbst in der Umgebung von a; = «q für ri = ß^ ein- 
deutig, also so verzweigt wie ly vermöge der Gleichung (74) selbst, 
was eben nachgewiesen werden sollte. Dasselbe gilt in der Umgebung 
von X = a^ für die Lösung ^ = /^i, und analog auch für die weiteren 
drei Bedingungen (b), (c), (b). Für die Bedingung (c), welche wieder ti 
als eindeutige Function um «^ herum definirt, wird für die erste Zu- 
sammenstellung «4 ß^ der vorige Schluss gelten; soll dagegen dem 
Werthe x = a^ der Werth ri = oo entsprechen, so muss, wenn wieder 
eben so wenig wie oben, weitere Bedingungen hinzutreten, im All- 
gemeinen 

(75) ri = K-x{x — aj-i + «o + «i (^ — «4) H 

oder 

ifl = ;c_i {x — a^-^[l + Q^{x — «4) H ), 

und daher 

(76) ....,,* = xij(a;-a,r*jl + ffi(a;-«,)+...) 

sein; beachtet man nun, dass die Entwicklung des Quotienten (A) 
in der Umgebung von x = a^y ri = 00 folgendermassen lautet 



(aj~aj* JA + A (^ - «4) + • • •} 
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so sieht man sofort, dass dieser Quotient vermöge der Gleichungen 
(75) und (76) wieder eindeutig ist, also den durch Gleichung (75) 
definirten Charakter der Function ri besitzt. Was die Gleichung (f) 
betrifiFt, welche wiederum ly als eindeutige Function von x in der 
Umgebung von x = cx> oder, wenn x = ^~^ gesetzt wird, in der 
Umgebung von | = definirt, so wird sich für die Zusammenstellung 

(77) . ••• • ij — ß^= m^ar-^ + m2or-^ + • • • 

= mi-ar-^ |l + n^x^^-\' • • •} 
und daraus 

(78) ....(,,- ß^)^=fnix-^[ 1 + p,^^ +■■■] 

ergeben, so dass die Entwicklung von (A) in der Umgebung dieser 
Werthe lautet 

und daher vermöge der Gleichungen (77) und (78) wiederum eindeutig 
ist um a;=oo, ri=ß4^ herum, wie nach der Gleichung (77) r^ selbst. 
Entsprechen sich jedoch x = oo, 1^ = 00 eindeutig, so ist 

(79) i^ = Q^x+ 9o+9-i^^H = 9i^{l +^i^^-\ } 

also 

(80) ■■■■t,^=Q\J[l+t,a;-^ + ...], 

und somit der Quotient (A) vermöge (79) und (80) 

x^{i +l^x'-'^ + . . .} 

eindeutig um a; = 00 1^ = 00, also vom Charakter der Function rj 
selbst. 

Wir haben somit bisher gefunden, dass der Quotient (A) als 
Function von x aufgefasst um die Punkte a; = «q, «j, a^? ^3^ <^4? ^^ 
herum mit tj selbst, welches durch die Gleichung (73) definirt sein 
sollte, gleichverzweigt ist, vorausgesetzt, dass die Gleichung (73) 
den von (a) bis (f) gestellten Bedingungen wird genügen können, 
was später untersucht werden soll. 

Gehen wir nunmehr zur Bedingung (g) über, welche verlangt, 
dass ri im Punkte x = a^ verzweigt, also vermöge der Natur der 
Gleichung (73) zweideutig sei, so folgt 

(81) .... 1^ — 1^0= ^i(^:— «5)^ + ^2 (^ - «5)''+ • • • 
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worin ri^ einen endlichen, von ßo) ßi) • " ß^ verschiedenen Werth be- 
zeichnen soll; da nun die Entwicklung des Quotienten (A) um x = a^, 
1^ = i^Q herum lautet 

(X- aj^[l + r,{x-a,) + • ] 
oder vermöge (81) 

SO wird (-4) in «g ebenso verzweigt sein, wie es iy selbst nach der 
Gleichung (81) ist; genau dasselbe gilt offenbar für die Bedingung (ff), 
und wir finden somit zunächst, dass der Quotient (A) in den Punkten «q, 
«1, «2; ^3) ^4? ^6? ^6; ^^ s^ verzweigt ist wie i^ selbst, wenn diese 
Grösse als Lösung der Gleichung (73) so bestimmt werden kann, dass 
den Bedingungen (a) bis (t)) Genüge geschieht. Zugleich erkennt 
man aber auch, dass für jedes andere o; dieselbe Eigenschaft statt 
haben muss; denn einerseits kann einem x =^, welches nicht zu 
jenen Werthen gehört, keiner der Werthe V ^^ ßo7 ßi) ß2) ßs? ß4,7 ^ 
entsprechen, wie vermöge der Bedingungen (a) bis (f), welche offen- 
bar auch in die Form gesetzt werden können 

fi = ßo X = Uq und «1 

ri = ßi X = Kq und aj 

ri = ß^ X = CC2 und «3 

1^ = /Jg a? = «2 ^'^^ «8 
1^ = /S^ 0? = «4 und 00 

ij =^ (x> a? = «4 und c», 

und weil nach (73) zu jedem ij-Werthe nur 2 Werthe von x gehören, 
unmittelbar zu erkennen ist; andererseits wird, wenn 1] für x = ^ ein- 
deutig ist, 

(82) 71 — rii = m^(x — ^) + m^ (a; — g^ -j 

= mi (a; — g) { 1 + Hl (a; — I) -I 1 

sein, und somit der Quotient (A) lauten 

also vermöge (82) ebenfalls um rr = | herum eindeutig wie 1^ selbst 
sein; ist dagegen ij für x = i, zweideutig, also 

n - ni=Px(^ - l)M 1 + 2i (« - !)*+ • • •), 

SO wird (A) vermöge (B) eine zweideutige Function von x um a; = g 
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herum wie i^ selbst; es ergiebt sich somit, dass, wenn die Coefficienten 
der Gleichung (73) so bestimmt werden könnten, dass den Bedingungen 
(o) bis (f)) Genüge geschieht, der Quotient (A) wie die Grösse ri selbst 
verzweigt, also durch x und rj rational ausdrückbar wäre, woraus 
nach dem Früheren folgen würde, dass dann ein zu dem Zähler von (A) 
gehöriges hyperelliptisches Integral zweiter Ordnung auf zwei zu dem 
Nenner von (A) gehörige hyperelliptische Integrale erster Ordnung 
reducirt werden könne. 

Fassen wir nunmehr zuerst die Bedingung (e) auf, nach welcher 
dem Werthe x = a^^ rj = oo entsprechen soll, so muss nach (73) 
bekanntlich 

(83) 1 + «1«? + a^x^ = a^(x — «J (x — 1^) 

sein, während der andere dem rc = «4 entsprechende Werth von r^ 
nach (73) durch den Ausdruck bestimmt ist 

Was femer die Bedingung (f) anlangt, nach welcher dem Werthe 
x=(X) die Werthe i? = jS^ und 1^ = 00 entsprechen sollen, so werden, 

weil, wenn x = -r, rj = — gesetzt wird, dem Werthe | = ver- 

5 y 

möge (83) in der Gleichung (73) oder in 

die Werthp y = und y = -0- zugehören müssen; da aber für ein 

P4 

endliches 1^ dem | = nicht y = entsprechen kann, so muss in 
(83) 02 = genommen werden, d. h. in (73) der Coefficient von ri^ 
linear von der Form 1 -^ a^x sein, und da 

1 ^a^x = a,^x + -^y 

für X = a^ verschwinden, also — = — a^, oder a^== sein 

muss, so wird die Gleichung (73) in 

(86) •■■■ (1 -^)fl' + (p,-\- b.x + h.x') rj +ic,-\-c,x + c,x') =^0 

Übergehen, welche also einerseits der Bedingung (e) genügt, indem 
auch noch die Beziehung (84) gültig bleibt, und für welche anderer- 
seits die durch Substitution oc =^ -r^ ^ == — transformirte Gleichung 
lautet 
(86) .... 1(1 - ^)+%l' + \% + h)y + {c,%^ + c,'i + c,)f = 0, 

welche in der That für | = den Werth y = liefert, und aus 
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welcher, da nach (f) 6 = auch y = -5— entsprechen soll, 

(87) ^^ß, 

folgt. Die Zusammenstellung von (84) und (87) liefert 

(88) Cgfto — C0&2 + «4 fe^i — ^1^2) = 

als Bedingungsgleichung zwischen den Constanten des Problems, 
während /S4 aus (87) selbst bestimmt wird. 

Nachdem die Bedingungen (e) und (f) erfüllt sind, werden die Con- 
stanten 6q, 61; ^27 ^; ^1; ^2 ^®^ Gleichung (85) noch so zu bestimmen 
sein, dass auch den übrigen Genüge geschieht; da vermöge der Be-. 
dingungen (a) und (b) die Gleichung (85) für a^ und a^ dieselben 
beiden Lösungen /Sq und /J^ besitzen soll, so müssen offenbar die 
Gleichungen bestehen: 

und ebenso ziehen die Bedingungen (c) und (b) die Gleichungen nach 
sich 

/gQX «4 ^ &0+ ^«2+ ^2«a' ^ ^0 + Cl«2 + C2«2* . 
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«0 
«4 










«1 






1 





1 — 



«4 



da endlich ri in den Punkten «5 und a^ verzweigt sein soll, so folgt, 
dass die Discriminante der Gleichung (85) für «g und a^ verschwinden 
muss, oder dass die Bedingungsgleichungen bestehen müssen 

(91) . ■ . . (6„+ 6,«,+ 6,«57- 4 (1 -^) (Co + ^,«5 + c,0 = 

(92) • • • • (60 + &i«6 + h<y - 4 (1 - ^) (Co + Ci«« + c^a\) = 0, 

und es ergeben sich dann die Werthe von ßoy ß^j ß%j ft unmittelbar. 
Untersucht man aber den ersten Theil der Bedingung (89), so lässt 
sich derselbe auf die Form bringen 

(93) • • • • 60 + &i«4 + ^2«/ — &2 («4 — «1) («4 — «0) = 0, 
und ebenso lautet der erste Theil der Bedingung (90) 

(94) 60 + &i«4 + ^2«4^ — h («4 — «3) («4 — «2) == 0, 

woraus, wenn \ von Null verschieden ist, die Beziehung folgt 

(95) • • • • («4— «i) («4 - «o) = («4 — «3) («4 — «a). 
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Ebenso folgt aus den zweiten Theilen der Bedingungen (89) 
und (90), dass 

(96) Co + ^«4 + Ca«/— Cg («4 — «i) («4 — OTo) = 

und 

(97) Co + Cl«4 + ^2«*^ — Cg («4 — «3) («4 — «2) = 

ist, woraus sich wieder (95) und durcli Zusammenstellung mit (93) 
und (94) die Identität von (88) ergiebt. Die Gleichungen (91), (92), 
(93), (96) liefern nun Bestimmungsgleichungen für die Constanten 
^0; \y ^2 5 Co, Ci, C2, und wir finden somit, dciss ein m dem Polynom 

{x — «o) (po — «i) {x — «2) (^ — «3) (^ — «4) (^ — «5) (^ — «e) 

gehöriges hyperelliptisches Integral zweiter Ordnung im Allgemeinen 
dann durch eine Transformation zweiten Grades von der Form 

(1 + a^x + a^(x^)n^ + (60 + h^ + h^)n + c^ + c^x + c^ci? = 

auf hyperelliptische Integrale erster Ordnung zurückführbar ist, wenn 
zmschen den Wurzeln des Polynoms die Beziehung besteht 

(«4 — «1) («^4 — «0) = («4 — «3) («4 — «2)- 

Es bleibt aber immerhin möglich, dass eine Substitution, welche 
in ^ linear und in x quadratisch ist, also statt (73) die Form hat 

(«0 + a^x + a^x^) «? + 60 + ^^ + h^^ = 0? 
den Ausdruck 

y{x — ttp) (X — «1) {X — ga) (X — «3) (X — «J {X — tts) {X —"«7) 

ZU einer mit 1^ gleich verzweigten, d. h. zu einer rationalen Function 
von 12 macht. Ordnet man nämlich, um bei der angegebenen Methode 
zu bleiben — man könnte hier unmittelbar für ty die rationale Function 
in x substituiren — die Werthe 

^ = «0 n = ßi 

^ = «1 v = ßi 

x = a^ ^ = ft 

x = a^ ri = ßi 

x = a^ ri = ßs 

x = a^ ri = ß^ 

^ = «6 n = ß4. 

X = 00 rj = ß^^ 

einander zu und stellt weiter fest, dass rj = Aq und 1^ = 00 zwei ^ 
Werthe seien, für die x als Function von 1^ aufgefasst einen einfachen 
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Verzweigungspunkt hat, so wird, was die Punkte a^,, «i, • • • «e? ^^^ 
betrifiFt, unmittelbar ersichtlich sein, dass der Quotient der Irrationali- 
täten wieder rational in x ist, und da 

und 

ri = v^(x- S)-2+ Vg (x — g)-i H 



sein soll, so wird Yri — ß^ sowohl wie ]/^ selbst wieder eindeutig 
sein, und es wird sich also nur darum handeln, nachzusehen, ob die 
aufgestellten Bedingungen überhaupt erfüllt werden können. Die 
ersten acht Bedingungen geben die vier Gleichungen 



^0 + &1 «0 + ^aV _ ^0 +_Mi + hf^i 
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welche zu gleicher Zeit die Werthe /S^, /J^; ft? /^a liefern, und somit 
4 Bestimmungsgleichungen für die Grössen a^, a^, »2? ^o? ^u ^2 
und die Grössen ci;; um nun die beiden letzten Bedingungen zu er- 
füllen, muss a; für ly = /Sq und iy = 00 zwei gleiche Werthe annehmen 
und in diesen Punkten verzweigt sein; da aber die Substitutions- 
gleichung in die Form gebracht werden kann 

x^ {a^ri + 62) + ^ («1^ + h) + «0^ + h^^, 
so wird die Discriminante lauten 

^a,n + h,y - 4 {a,ifi + 62) («0^ + &o) = 
oder 

ri^ (»i^ — 4aoa2) + 2i? («161 — 20360 — ^%h) + h^ — ^\h = 0, 

und wenn diese die Lösungen iy = 00 und fj = ßo haben soll, so 
muss 

a, ^a,a, — ö, Po- 2{a,b, - 2(^,b,-- 2aM 

sein, wovon nur die erste Gleichung eine Bedingungsgleichung für 
die a liefert, während die zweite die Grösse ß^ bestimmt. Führt 
man nun die ersten drei der obigen Bedingungen auf eine einfachere 
leicht ersichtliche Form zurück, so erhält man im Ganzen die folgenden 
Gleichungen: 
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60 «1 -^ ftiÄo + (&0«2 — «0^2) («0 + «1) + (^l«2 — ^A) «0«! = 
&0»1 -- h% + (^0»2 — «0^2) («2 + «3) + (^«^2 — %M CC^CCq=0 
fco«! — &i«o + (^0% — %h) («4 + «5) + (&1«2 — ai&2) «4«5 = 

(60 «2 — ao62) + (^10^2 — «^ftg) «6 = 

V— 4aoa2=0, 

und erkennt hieraus, dass die zwischen den Lösungen des hyper- 
elliptischen Polynoms zweiter Ordnung bestehenden Bedingungs- 
gleichungen in der Form dargestellt werden können 

(98) («6 — «o) («6 — «i) = («6 — «a) («6 — «3) 

(99) («6 — «o) («6 — «1) = («6 — «4) («6 — «5); 

während die Substitutionscoefficienten aus den obigen Gleichungen 
berechnet werden können. So wird z. B. das aus dem Integral 

/ \ r dX 

(a) • • • • 1 — 

durch die Substitution 

X-l = ^ 

X 

hergeleitete Integral 



y{x+xy-^{x~-^iYx'^{x-^iYx^'^{x+\Yx^-\-{x+iYx^-\^^^ 

durch die Substitution 

x^n-{x'+ 1)^ = 0, 

also eine in i} lineare Gleichung, in 

(e) ^n 

^ 21/17(7?*-!) 

also in ein hyperelliptisches Integral erster Ordnung übergehen, und 
es ist unmittelbar zu sehen, dass in diesem Beispiel die oben all- 
gemein getroflfene Zuordnung der Lösungen und die Festsetzung der 
Verzweigung in iy = cx> und ly = /S^, = — - 1 hier für die resp. Werthe 
x = und — 1 in der That erfüllt ist-, dass das gegebene hyper- 
elliptische Integral zweiter Ordnung auch auf ein elliptisches Integral 
reducirbar ist, geht aus der vorher angestellten Untersuchung hervor, 
nach welcher das Integral (c) nicht wesentlich von dem Jaco hinsehen 
hyperelliptischen Integrale erster Ordnung verschieden ist. 

Untersuchen wir nunmehr eine Transformation dritten Grades, 
welche ein hyperelliptisches Integral zweiter Ordnung in solche erster 
Ordnung transformiren soll, so wird diese nach früheren Sätzen die 
Form haben müssen 

(100) . . . . (1 + ai^c + a^x^+a^a?) rj^ 

+ ih + h^ + h^^ + h^) ^ + (^0 + Ci^ + <h^ + ^3^^) = 0, 
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und es wird wieder der Bedingung zu genügen sein, dass 

sich rational durch x und ri ausdrücken lässt^ also mit 17 gleich- 
verzweigt ist; wir werden uns, nachdem wir in dem vorigen Beispiel 
das Princip der Methode ausführlich besprochen, im Folgenden kürzer 
fassen dürfen. 

Stellen wir die Bedingungen auf, dass 

dem Werthe x = a^^ die Werthe ri "= ßo und ß^ 

ri = ßo und ß^^ 



n 
ff 
if 



ff 
ff 



X = a^ 


» 


X — «2 


ff 


^ = «3 


ff 


X — «4 


ff 


^ = «5 


ff 


^ — «6 


V 



1] = ßo und ft 
1^ = /32 und /Jj 



„ ^ — 1*4 „ V =" ßi ^^^ ßz 

ff 5 ff n='ß% i^<i ßz 



tj = ß4^ und ß^ aber nicht verzweigt 

a? = 00 „ V = ßAf 

endlich dem Werthe 1^ = 00 dreimal der Werth a? = 00 entsprechen, 
so sieht man unmittelbar, dass, wenn diese Bedingungen erfüllt werden 
können, der Quotient jener Irrationalitäten wie rj verzweigt sein wird; 
denn in Betreff aller Bedingungen mit Ausnahme der letzteren lehren 
dies die oben angestellten Betrachtungen, was jedoch die Pestsetzung 
betrifft, dass dem Werthe ri = 00 dreimal der Werth a; = 00 ent- 
sprechen soll, SQ wird im Allgemeinen daraus 

oder 

rj = aQX^[l + hiX-^+ b^x^^ -] } 

folgen, und somit die Entwicklung des Quotienten der Irrationalitäten 
lauten 

also wieder eindeutig in x sein und den Charakter von 1^ in a; = cx> 
haben. Es kommt somit nur darauf an, die Coefficienten der 
Gleichimg (100) den obigen Bedingungen gemäss zu bestimmen. Soll 

dem iy = 00 it; = 00 dreimal entsprechen, so muss, wenn 1^ = — , x = -r 

gesetzt wird, in der Gleichung 

(col» + ci r + c,| + C3) t/« + (&„r + 6j g^ + 6, S + b,) y 

+ il' + <h%* + a,^ ■\- a,) ^ 
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für y == S = sein und zwaj dreimal, also «3= 03 = «1 = 0; ausser- 
dem soll für a; = 00 ri = (x> und ß., also für | = w = und -x— 
sein, woraus unmittelbar folgt, dass 

(101)....^, f 

sein muss, wo C3 von Null verschieden sein wird, es lautet somit 
die Gleichung (100) 

(102) .... ri^ + (ho+b,x + b,x'+hx') 71 

+ (co + c^x + c^x^ + c^x^) = 0, 

durch welche nunmehr den anderen Bedingungen zu genügen ist. 

Da dem Werthe a; = «g der Werth 1? == /S4 zweimal entsprechen 
soll, so wird, da 

^ 2 

± -^Vih +hx + b^a^+ \x^f — 4 (Co + c^x + Cga;^ + c^x^) 
ist, 

(103) • •• (&0+ 2>1«6+ &2«6^+ ^sO^— 4(Co+ Cl«6+ ^2«6* + ^sO = 

eine Bedingungsgleichung liefern, und da ri = ß^ durch (101) schon 
bestimmt war, eine zweite Bedingungsgleichung in der Form folgen 

(104) ....\+b,a,+ 6,«,« + 63««» = ^' 
wodurch wiederum (103) in die einfachere übergeht 

(105) .... Co + Cia6+C2a6^+C3«6*= ^ 



'3 

"j 
'8 



h 2 ' 



aber damit für iy, wie es gefordert war, keine Verzweigung m x = a^ 
stattfindet, muss auch die Ableitung der Function unter der Quadrat- 
wurzel für X = Uq verschwinden, also 

(106) . . . . -JL (j^ + 26,«e + 36,«e*) - {c, + 2c^a, + Scj«««) = 0, 

*'8 

oder 

(107) (Cg&i — fegCi) + 2(C3&2— *3<^2) «6 = 0, 

sein, so dass im Ganzen bis jetzt 3 Bedingungsgleichungen (104), 
(105), (107) zu erfüllen, und nur noch diejenigen Bedingungen zu 
berücksichtigen bleiben, welche den Punkten a; = aQ, «i, a^^ «g; ^4; ^5 
entsprechen. 

Soll nun die Gleichung (102) fiir die drei Werthe x = a^^ «j, a^ 
dieselben drei Wurzelpaare haben, so muss 

(108) • • • • &o + ^i«o + h< + h< = &o + &i«i + h< + h^i^ 

(109) • • • • Co + Cl«0 + ^2«0^ + C3«0^ = ^0 + ^1«! + ^2«!^ + ^3«1^ 

= ^(fi- ^«2 + ^«2^ + ^d«2^ 
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und ebenso 

(HO) .... 6, + 6, «3 + h,a^^ + h,a,'= b, + b,a, + 6,«,* + 63«,^ 

(111) • ... Co + c^a^ + c^ag^ + c^a^^ ^ %+ c^a^ + c^cc^ + ^3«/ 

= ^0 + Ci«6 + CgÄö^ + ^3 «5^ 
sein. Man sieht sofort, dass die Gleichungen (108), wenn jede ihrer 
Seiten durch die Constante x bezeichnet wird, die Beziehung nach 
sich ziehen 

(112) .... fe^+ 6jrr + \x^ + 63^= hip^ — «o) (^ — «1) (^ — «2) + « 
und ebenso nach (110) 

(113) \+ \x + \x^ -{-h^d^ = 63 {x — «3) {x — «4) {x — «ß) + Xi, 

woraus wiederum 

(113 a) {x — «o) (rr — aj {x — «2) 

— (ä; — «3) {x — a J (a: — a^) = ^ 

»'S 

folgt, oder 

ao+«i+«2=«s+«4+«5 

(114) |aoai+«o«2+«i«2=«3«4+a3«5 + «4«5 

, (x — xj 

aoai«2= «3«4«5H ft~^ ; 

«'s 

ebenso ergiebt sich aus (109) und (Hl) 

(115) Cq+c^x + <h^ + H^ =c^{x — «o) (^ -■ «i) (^ — «2) + ^ 

= C3 (a; — «3) {x — «4) (a; — «5) + Ai , 

und hieraus wiederum die Gleichungen (114), worin nach (113 a) 

= -^7— = («3 — «o) («3 — «1) («3 — «2) 



Xt — X 



X, — X 



&8 ^8 



sein muss; ausserdem folgen aus den Gleichungen (112), (113), (115) 
die Beziehungen 

&o = — *3«o«i «2 + «; *i = \ («o«i + «0«2 + «lO» 

62 = — *3 («0 + «1 + «2)1 

^0 = — CsÄo«! «2 + ^ J ^1 = «3 K«l + «0«2 + «1 «2), 

^2 = — ^ («0 + «1 + «2). 

Die Bedingungen (104) und (105) lauten jetzt 

(116) • • • • 63(a6 — «0) («6— «1) («6 — «2)+ « = -^; 
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(117) Cj («s — «o) («6 — «1) («« — a») + A ■= -^, 

während (107) vermöge der eben gefundenen Werthe von \^ c^, \^ ^ 
von selbst ei*fullt wird; die Substitutionsgfeichung (102) nimmt die 
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Form an 

(118) "" n^ + lhix — «o) (^ — «i) (^ — «2) + ^]v 
+ [^3 (x — «o) (^ — «i) («^ — «2) + ^] = 0, 
während nach (113a) die hyperelliptische Irrationalität lautet: 

(B) ]/(x-ao) (x-a^) (x-a^) [{x-aQ){x-a^)(x-a^) + -^^^] (^"«e) ; 
und die Gleichungen (116) und (117) die Beziehung liefern 

(119) • • . • JCC3 - A63 == -1^ . 

Bezeiclmet man aber zur Abkürzung 

(x — «o) (x — «i) (a; — «2) mit y (äj), 
so lautet die Gleichung (118) 

V^ + ihV (^) + «) ^ + Cs9> (äj) + A = 0, 
und es wird daher 



da aber vermöge der Beziehung (119), wie unmittelbar folgt, 

(63X-2C3)2-V(^'-4A)==0 
ist^ so ergiebt sich 

(120)..-.i, = -&,9(^)-« + ^, 

und wir sehen daher, dass für die gefundene Transformation 71 nicht, 
wie es den Festsetzungen gemäss nach (102) sein sollte, die Lösung 
einer irreductibeln quadratischen Gleichung ist, sondern sich rational 
durch X ausdrücken lassen würde, somit nicht die gesuchte Lösung 
unseres Problems giebt; aber trotzdem kommen wir in (120) zu 
Reductionsformeln von hyperelliptischen Integralen zweiter Ordnung. 
Da die Grössen 63, C3, x^, a^, a^, «g und «g völlig willkürlich bleiben, 
so setze man 63 = Cg = 1 und zur Vereinfachung, was keine Be- 
schränkung involvirt, eine der Lösungen z. B. «g = 0, so ergiebt sich 
aus den Gleichungen (116) und (117) 

X = «0^1 ^2 + 2, A = ao«i«2 + 1> 
während die Substitution übergeht in 

iy = — a?» + («0 + «1 + «2)3;^— («0«! + «0^2 + «1 «2) ^ — 1 ; 

und die Werthe sich entsprechen 
12 = — «oaiaa— 1, x = a^, a^, a^ 

wobei die Grössen «3, «4, «5 durch die Gleichungen (114) mit a^, «j, «, 



2 



b 
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verbunden sind. Man erkennt nun leicht^ dass 

V + «o«i«2 + 1 = — (^ — «o) (^ — «i) (^ — «a) 

V + «3«4«5 + 1 = — (a; — «s) (a; — aj (a; — «g) 

= — (x—a^) {x — a^ {x — a^) + 7c^ — 7i 

rj+l = — a;(a;*— (ao+ai+a2)^ + K«i+«o«2+«ia2)), 

also 

VW+ «0«1«2 +!)(«? + «8 «4 «6+ 1) (^ + 1) 



^/^(x—aQ)(x—ai){x--a2){x—af^){x—a^)(x—a^)^ 

V +ao«i + «o«2 + «i«2) 

ist^ und dass somit, wenn 

^— («0+ «1 + «2) ^ + «0«1 + «0«2 + «1«2 

ein vollständiges Quadrat ist, die Reduction der Quadratwurzel aus 
einem Polynom 1^^ Grades auf eine solche aus einem Polynom 
dritten Grades geleistet ist, was man natürlich einfacher von der 
rationalen Substitution ausgehend entwickelt hätte; so wird, wenn £ 
eine dritte Einheitswurzel bedeutet, und «q, «j, «g die Lösungen von 
x^=l sind, endlich x^ = 1 angenommen wird, die Substitution 

ri = — x^ — 1 
die Beziehung liefern 

/ xdx 1^ r dji 

Wählen wir endlich noch eine andere Form der Bedingungs- 
gleichungen für die quadratische Transformation, indem wir mit Bei- 
behaltung aller obigen Bezeichnungen 

dem X = aQ die Werihe fl = ßo und ß^ 
„ a? = ai „ „ fi = /So und ß^ 
„ x = a^ „ „ 71 = /»i und ß^ 

„ a? = «3 „ „ 12 = ßo ^^^ ßs 

„ a; = «4 „ „ ri = ft und /Jg 

„ a; = «5 „ „ Ti = ß^ und ß^ 

„ a; = «6 „ „ ly = /S4 und /S^ aber nicht verzweigt 

„ a; = 00 „ „ 7i = ß^, 

endlich dem Werthe 1^ = 00 dreimal den Werth a? = 00 zuordnen, 
so sind gegen die früheren Bestimmungen nur die die Pimkte «q, 
^i> ^2> ^8; ^4? "5 betreffenden geändert, und wir erhalten also zu- 
nächst wie oben die Form der Transformationsgleichung 

(121) . . ri^+{h + \^ + h^^+h^^)n + (c,+c,x+c^x^+c^7?) = Q 
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mit den drei Bedingungsgleicliungen 

* (122) h + h,a, + h,u,' + i,a, 



2 Co 



b'' 



(123) Co + ^«6 + CaÄe^ + ^»«e^ = 

(124) (Cj&i — C1&3) + 2(C3&2 — 63^2)«6 = 0. 

Da nun den Bedingungen gemäss rj denselben Werth /J^ für die 
drei Werthe x = a^^ a^, «g annehmen soll, so werden die drei 
Gleichungen bestehen müssen 

'/'o^+(*0+ 6l«3+ *2«3^+ &3O /5o + (^ü+ ^1«3+ ^2a3^+ ^30 = 0, 

und daher 



1 60 + ^«1 + &2«1*+ *3ai* ^0 + Cl«l + ^2«!^+ ^3«!^ 
1 60 + ^1«3 + &2«3*+ *3 «3^ ^0 + Cl«3 + ^2«3^+ ^3«3^ 



somit, wie unmittelbar durch Zerlegung folgt, 



= 0, 







(61 Cj — 6, 


.Cl) 


1 «0 «0* 










1 «, «1» 








1 ttg Og* 




+ ihCi 


6jCä) 


1 «0* «0* 
1 a,* «1» 


+ (6,Cj &,Ci) 


1 «0 «0* 

1 «1 «1» 






1 «s* «»' 








1 «s «g« 



= 0, 



öder endlich, wie leicht zu sehen, wenn durch («j — a^) («3 — aj («3 «o) 
dividirt wird, 

(61 Cg — 62^1) + (62C3 — ^3^2) («0«1 + «0 «3 + «lÄs) 

■ + (61 C3 — &d^i) («0 + «1 + «3) = ; 
ebenso folgt vermöge der anderen Bedingungen 

(61 C2 — 62^1) + (^2^3 — ^3^2) K«2 + «0«4 + «2«4) 

+ (61C3 — 63CJ (ao + «2 + «4) = 

(61C2 — &2C1) + (62C3 — 63C2) {a^a^ + «iffö + «gas) 

+ (61^8 — 63^1) («1 + «2 + «ö) = 

(6,C2 — fcgCi) + (^2^3 — ^3^2) («3^4 + «3«5 + «4«5) 
+ (61 C3 — 63^1) («3 + «4 + «5) = 0, 
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und es ergeben sich somit als Bedingungen zwischen den Wurzeln 



«OJ «l; «2? «3; «4» «6 



(125) 



1 «o + ai + Os ao«i + «o«3 + «i«3 

1 «0 + «2 + «4 aoa2 + «0«4 + «2«4 

1 ai + a2 + «6 «l«2 + «l«6 + «2«6 

1 «o + «i + «3 «o«i + aoa3 + «i«3 

1 «0 + ^2 + «4 «0«^2 + «0«4 + «2«4 

1 «3 + «4 +«5 «3«4 + «3«5 + «4«5 



= 



0. 



Genügen nun die Lösungen diesen beiden Gleichungen (125), 
so sind damit die Verhältnisse der drei Grössen 

Ol Cg Ö2 Ci j Og C3 O3 ^2 , Og Cj t>j C3 

gegeben, somit nach (124) auch «g in der Form bestimmt: 



(126) 



a. 



und durch passende Wahl von ft^ und c^ kann man endlich die beiden 

Gleichungen (122) und (123) befriedigen; die m den durch die 

Gleichupjen (125) und (126) definirten Grössen Uq, a^, «2? * • ' ^e 9^' 

hörigen Irrationalitäten definiren somit im Allgemeinen hyperelliptische 

Integrale zweiter Ordnung, welche auf solche erster Ordnung mrück- 

führhar sindy falls die in den Grössen 1, /Sq? ßo^ linearen Gleichungen (A) 

so wie die analogen für die zu "bestimmenden Unbekannten quadratische 

Verhältnisse liefern, 

§ 13. 

Rediiotionsformen von Integralen linearer Differentialgleichungen, 

welche additiv aus Froducten von algebraischen Functionen und 

Ab einsehen Integralen srusaniniengesetzt sind. 

Nachdem im § 11 die Form solcher Integrale linearer nicht 
homogener Differentialgleichungen beliebiger Ordnung untersucht 
worden, welche sich in additiver Weise aus algebraischen, logarithmi- 
schen Functionen und Integralen algebraischer Functionen zusammen- 
setzen, wollen wir allgemeinere Zusammensetzungen solcher Functions- 
arten untersuchen, wie sie in der That bei linearen Differential- 
gleichungen vorkommen; so hat z. B. die Differentialgleichung 

dz 2 



(S 



X 



dx X 

das Integral » = 7? log x^ und die Differentialgleichung 

d'2: 1 dz j. z 2 

dx'^ X dx ~^ x'^ X 

das Integral z = x-\' x (log xf* 
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Habe also die nicht homogene, lineare Differentialgleichung 

ein algebraisch -logarithmisches Integral von der Form 

(128) • • • • ^ = M + t«i log v^ + **2 log ^2 + • • • + ^? log ^? 



1 



worin w, Wi, ^2» * * ' ^^? ^i> ^2? * *'* ^? algebraische Functionen von x 
bedeuten, dann wird, wenn dieser Werth von in (127) eingesetzt 
wird, wegen 

die "" dx '^^ v„ dx '^jLu dx^^^^" 

1 « 1 



die Differentialgleichung (127) in 



y 



(.29) y(.)+2(^^+F,^^^+ 



du^ \ 

1- r^_i -^- f- YmUaJ log Va = 

übergehen, worin F{cc) eine algebraische Function bedeutet; nimmt 
man nun an, dass zwischen den in der Integralform (128) vor- 
kommenden Logarithmen keine lineare Relation von der Form 

Pl log Vj + Pg log 172 H f- P^ log Vg=Q 

existirt, in welcher P^, Pg, • • • P^, Q algebraische Functionen von x 
bedeuten, indem wir im entgegengesetzten Falle einen der Loga- 
rithmen linear durch die anderen (> — 1 ausdrücken und in (128) 
einsetzen könnten, so wird, da die Gleichung (129) eine solche 
lineare Relation liefert, nothwendig der Coefficient eines jeden Loga- 
rithmus verschwinden, also 

dT'u^ dT'-^u^ ^ ' du^ 

^ + Ti -Ti;;^ + • • • + ^- - 1 -^ :.- + r. ^.. = 



dx"^ ' ' dx'''-^ ' im. ^^ 

sein müssen, und es folgt somit der Satz, dass, wenn eine Diiferen- 
tidlgleichung 



dx"^ ' ' dx'^-'^ ' ' ^^ 

ein Integral von der Form 

ß^U + U^logV^+U^ log t?2 -j + Mp log V^ 

besit0ty in welchem u, %, u.^, • • • -y^, V2, • • • algebraische Ftmctionen 

van X bedeuten y und die Logarithmen nicht mehr in einer linearen 

12* 
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Be^i^ung mit algebraischen Coefftcienten stehen, die Coeffieimten der 
Logarithmen m^, u^y- - • Uq algebraische Integrale der redudrten linearen 
Differentialgleichtmg sein müssen. 

Es mag bemerkt werden, dass, wenn q> m ist, noth wendig, 
da ^1, ^2; * • • ^m; Wto+1 algebraische Integrale der reducirten linearen 
Differentialgleichung sein müssen, eine homogene lineare Beziehung 
mit Constanten Coefficienten von (jier Form 

bestehen wird. * •* 

Gehen wir wieder zu dem Integrale (128) zurück und lassen x 
einen solchen Umlauf machen, dass F^, Fg, • • • F^ und y ihre Aus- 
gangswerthe wieder annehmen*), während u in u, Ua in Wa, v« in Va 



*) Zur Erläuterung des Obigen und ähnlicher Schlüsse im Früheren mag 
hier auf irein algebraischem Wege — es geschieht ebenso leicht auf functionen- 
theoretischem — der Satz bewiesen werden, dass man in einer mit Adjungirungf 
der algebraisch irreductibeln Functionen Vi, y^f ' • ' Pg irreductibeln alge- 
braischen Gleichung x*®^ Grades 

(a) . . • f(z, X, yi, yj, • • • y^) =- 

durch geschlossene Umläufe von a;, welche ^i, 3/2, • •• y« unverändert lassen, 
zu allen Lösungen der Gleichung Zi, ^2, - • * z^ gelangen kann^ und es genügt 
offenbar nachzuweisen, dass, wenn eine Function z für alle geschlossenen Um- 
läufe der Variabein, welche yj, y^, • • - yg unverändert lassen, die r verschie- 
denen Werthe z^, z^, - - - z^ annimmt, diese die Lösungen einer irreductibeln 
algebraischen Gleichung r*®^ Grades sind, deren Coefficienten rational aus 
^i Vif y%f ' ' ' Vn zusammengesetzt sind, indem, wenn man in (a) durch ge- 
schlossene Umläufe nicht zu allen Werthen von z gelangen würde, ein Theil der 
Lösungen dieser irreductibeln Gleichung einer Gleichung niederen Grades von 
demselben Charakter angehören würde. Bildet man in bekannter Weise zum 
Zwecke jenes Nachweises eine Function t durch die in den Grössen y^ , y^ , • • y^ 
lineare mit constanten Coefficienten versehene Beziehung 

t^aiyi+(hyfi H l-«py^, 

so wird bekanntlich jede andere mit willkürlichen constanten Coefficienten ver- 
sehene lineare Function derselben Grössen als ähnliche Function der ersteren 
rational durch t ausdrückbar sein mit Hülfe der Coefficienten derjenigen 
algebraischen Gleichung, deren Lösungen yi, y^, ' - * Vg sind, d. h. mit Hülfe 
rationaler Functionen von x; stellt man nun q solcher bnearer Beziehungen zu- 
sammen, so kann man mit Hülfe dieser die Grössen yi, y2, • • • y^ rational 
durch t und x ausdrücken, und somit wird jeder geschlossene Umkreis von oj, 
welcher yi> y2i * * * y« unverändert lässt, auch t zu seinem Werthe zurück- 
führen und umgekehrt jeder geschlossene Weg, welcher t unverändert lässt, 
auch die Grössen yi, y2i ' * ' yn nicht ändern. Sei nun w eine algebraische 
.Function von x, welche für jeden geschlossenen Umkreis von a?, für den 
yi> y^f ' ' ' y unverändert bleiben, auch seinen Werth nicht ändert, so wird 
dieselbe nach dem Vorigen auch für jeden geschlossenen Umkreis , welcher t un- 
verändert lässt, selbst unverändert bleiben, während w im Allgemeinen für alle 
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übergehen mögen, so wird offenbar durch den Ausdruck 

Z = U •\' m/ log V/ + U^ log V^ -\ \'Ug log Vg 

die Differentialgleichung (127) wiederum befriedigt werden, denn die 
Gleichung (129), aus welcher die Summe der Logarithmen heraus- 
fiel, enthält in der Function F{x) nur rationale Verbindungen der 
w- und v-Grössen, da nur diese selbst oder ihre Ableitungen, die ja 
wieder durch diese Grössen rational ausdrückbar sind, in jener vor- 
kommen, während Y^, • • • Ym, y unverändert bleiben sollten, und es 
werden offenbar auch u^, Wg', • • • ^^ algebraische Integrale der re- 
ducirten linearen Differentialgleichung sein; und dies wird für alle 
Wertheverbindungen von u und v gelten, welche denselben ge- 
schlossenen Umläufen von x entsprechen, für welche die Grössen 
Fl, Y2, • • • Ymy y ihre Ausgangswerthe wieder annehmen; sämmt- 
liche so entstehenden Werthe von werden particuläre Integrale der 
linearen Differentialgleichung (127) sein, und die Coefficienten der 

die geschlossenen ümläafe von ä, welche t die verschiedenen 8 Werthe geben 
*i» ^8> • • • ^d — worin 8 der Grad der in x irreductibeln Gleichung für t be- 
zeichnet — die 8 verschiedenen Werthe w^,w^,'''W^ annimmt. Es wird somit 

für jeden geschlossenen Weg von x unverändert bleiben, sich somit als rationale 
Function von x darstellen lassen; bekannte Schlüsse führen, wenn man 
X = 0, 1, 2, ••• S — 1 setzt, zu dem Resultat, dass w sich als rationale 
Function von x und t ausdrücken lässt. Aber der für w festgesetzten Be- 
dingung leistet 

«=«?+< + ••• + «? 

Genüge, da sich diese Function der Voraussetzung nach für geschlossene Um- 
läufe des X, welche Vi, y^, - * ' Vg unverändert lassen, selbst nicht ändert, und 
wird sich daher als rationale Function von x und t oder von x, y^^ y^^ - * - y 
ausdrücken lassen; es bilden somit z^, z^, - . • z^ die Lösungen einer alge- 
braischen Gleichung r*®" Grades, deren Coefficienten rational aus x, yi, y^ - • y 
zusammengesetzt sind. Wäre nun diese Gleichung eine mit Adjungirung der 
Grössen yt, y^, - - • y^ reductible, so müsste einer ihrer rationalen Factoren 

fi{z> ^> yi>y%> " • y^ 

für einige jener 2; -Werthe verschwinden, und lässt man nun x alle geschlossenen 
Umläufe machen, welche y^y^, • • • y^ unverändert lassen, so wird /"j immer 
identisch Null bleiben müssen, während z der Reihe nach alle r Werthe 
Zi, z^, ' ' ' z^ annimmt, d. h. die Gleichung ^^ = wird r Lösungen haben, 
also nicht ein rationaler Factor jener Gleichung r*®^ Grades sein können. 

Es mag bei dieser Gelegenheit noch bemerkt werden, dass die Abel an- 
gehörige Schlussweise von der Bildung der *- Function nur der algebraische 
Ausdruck dafür ist, dass eine algebraische Function oder eine Riemann'sche 
Fläche gebildet wird, welche alle Verzweigungen der einzelnen Functionen be- 
sitzt und durch die sich somit die einzelnen Functionen nach einem bekannten 
Rie mann 'sehen Satze rational ausdrücken lassen. 
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Logarithmen stets algebraische particuläre Integrale der reducirten 
linearen DiflFerentialgleichung. Um festzustellen, welche Werthe- 
verbindungen der u und v in die so successive entstehenden parti- 
culären Integrale eintreten werden, braucht man wieder nur eine 
Grösse t zu wählen, durch welche sich die Grössen u, u^, u^, ' - Uq, 
^i; ^27 ' • ' '^Q ^^^ Hülfe der Grössen F^, ¥2, • - - Tm, y, wie in der 
Anmerkung näher ausgeführt wird, rational ausdrücken lassen, und 
die sämmtlichen Werthe der u- und t;- Grössen zu wählen, welche 
den Lösungen derjenigen irreductibeln algebraischen Gleichung ent- 
sprechen, deren eine Lösung t ist. Sei die irreductible Gleichung in 
t wieder vom S*^ Grade, deren Lösungen t^ t^, - - - td—i, und die dem 
Werthe ta von t entsprechenden Werthe von m, w^, • • • v^, • • • 

endlich der entsprechende Ausdruck von ^ Zay so wird, da 

;gi = tt + log v"' + log v^ + • • • + log '^y 
ist, der Ausdruck 

(130) ^ '^ 's =^^- = 12«'"' 



bekanntlich wieder ein Integral der Differentialgleichung (127) sein, 
worin die einzelnen algebraischen Functionen rationale Functionen 
der t sind, welche die Lösungen einer irreductibeln algebraischen 
Gleichung d*®° Gr/ides vorstellen, deren Coefficienten rational aus 

Xj Fl, Fg, • • • F^, y zusammengesetzt sind. Der Ausdruck ^^ le^") ist 

jedenfalls eine rationale Function von a;, F^, • • • Ym^y\ nehmen wir 
nun an, dass die Grössen w^, t*2? * * * '^q rational aus a;, F^, • • • F^, y 
zusammengesetzte Functionen sind — was also z. B. immer eintritt, 
wenn die reducirte lineare Differentialgleichung nur aus jenen Grössen 
^, F^, • • • Ymy y rational zusammengesetzte algebraische Integrale 
besitzt — so wird 

% = % = ^a = . . . = «i^ 

sein, und da v^ v^ ' ' ' ^"^ ^^^ rationale symmetrische Function 
der Lösungen der ^-Gleichung rational durch x, F^, • • • F^, y aus- 
drückbar ist, so wird die vorgelegte nicht homogene lineare Differen- 
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tialgleichung nach (130) ein Integral von der Form haben 

^ = C^ + i^ log F, + -!|- log F, 4- • • • + -^ log F, , 

worin ?7, %, • • • -w^, ^if ' ' ' ^q rational aus x, F^, • • • Ym, y zu- 
sammengesetzt sind. 

Hat also eine lifieare nicht homogene Differentialgleichung ein In- 
tegral von der Form 

^ = «* + Wi log Vi + i<2 log ^2 H h ^? log ^Q9 

worin u, u^, ' - * Uq^ v^, - - ' v^ algebraische Functionen bedeuten, wnd 
die Functionen u^, u^, - - - Uq sind rational durch die Goefßcienten der 
Differentialgleichung ausdrückbar ^ so besitzt die Differentialgleichung 
auch stets ein Integral von der Form 

^ = Cr+ -^ log F, + -^ log F, + . • . + 4- log F„ 

worin 8 eine positive ganze Zahl und ?7, F^, V^j - - - Vg ebenfalls ra- 
tional durch die Coefficienten der Differentialgleichung ausdrücJcbar sind. 
So hat die Di£Perentialgleichung 

dz z x^ 



dx X 



2(1+0;*) 



das allgemeine Integral 

Z = X log (1 + X^) + CXy 

indem die reducirte Differentialgleichung 



dz z ^ 

dx X 



nur die rationalen algebraischen Integrale = ex besitzt, während 
die Differentialgleichung 



dz z 1 



dx X 2 
das Integral 

Zj^ = X log Yx , 
also auch das Integral 

0z = x log (— Yx) , 
und somit auch das Integral 

^4^ == f log (- o;) 

hat. 

Es bedarf kaum einer näheren Auseinandersetzung, dass ähnliche 
Sätze gelten für Integrale linearer Differentialgleichungen, welche 
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die Form haben 

(131) . . . jg? = M + ^1 ^og Vj + ^2 log Vg -j- • • • -j- Mx log Vx 

+ ^ij Vi ds + w^J y^ds -] h wxj yids, 

worin u, u^, • • • Mx, t?,, Vj • • • Vx, w^i, ^i, - " ^ly 6i, Ig» • • • fo alge- 
braische Functionen von x, und yi, y» • • • ya ebensolche von s bedeuten, 
und es wird genau so geschlossen werden können, dass, wenn eine 
lineare nicht homogene Differentialgleichung ein Integral von der Form 
(131) besitzt^ wnd die Functionen w^, u^^ - • - ^x, w^j w^y - - > wi sind 
rational durch die Coefficienten der Differentialgleichung ausdrückbaoTj 
die Differentialgleichung auch stets ein Integral von der Form hat 

z = V^^l log F, + . . . + ^ log F^ 

Px P p 

+ ■T"2 / ^1 ^^ "I — ^ ~F f y^^^' 

in welchem U, Fj, • • • V^i rationale Functionen der Coefficienten der 
Differentialgleichung sind, während r^^ die Lösungen einer Gleichung 
Pa*^ Grades bedeuten, deren Coefficienten ralional aus den Coefficienten der 
Differentialgleichung zusammengesetzt sind, und für welche die diesen 
Grenzen zugehörigen Irrationalitäten durch eben diese Grenzen und die 
Coefficienten der Differentialgleichung rational ausdrückbar sind; femer 
ist unmittelbar zu erkennen^ dass unter der Annalime, dass nicht 
ztvischen den im Integrale (131) vorkommenden Logarithmen und 
Ab eV sehen Integralen lineare Beziehtmgen mit algebraischen Coeffiden- 
ten stattfinden, die Grössen u^, u^, - • - Wx, w^, w^, - • • wx algebraische 
Integrale der reducirten Differentialgleichung sein werden. 

Nachdem wir oben lineare nicht homogene Differentialgleichungen 
kennen gelernt, für welche ein Integral aus multiplicativen Zu- 
sammensetzungen von algebraischen Functionen mit logarithmischen 
Functionen und AbeTschen Integralen besteht, wqllen wir die Frage 
allgemein auf werfen, welcher Natur die Zusammensetzung eines 
solchen Integrales aus algebraischen Functionen und AbeTschen 
Integralen — indem wir die Logarithmen auch als Integrale alge- 
braischer Fimctionen auffassen — überhaupt sein muss, wenn die 
Grenzen der Abel'schen Integrale algebraische Functionen der 
Yariabeln sein sollen. Sei also ein particuläres Integral der linearen 
Differentialgleichung 

/ *i *« \ \ 

(132) .-.. z^ = f{x, Cy^ds, Cy^ds,*" jy^dsU 
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in welchem v^, v^, - - v^ algebraische Functionen von x, und y^, y^, • • yg 
ebensolche von s bedeuten sollen; bildet man aus (132) die successiven 

dz d^z d^z 
Differentialquotienten —~- , , l , • • • ~ , in welchen die *Ab- 

leitungen der Aberschen Integrale sämmtlich algebraische Functionen 
von X werden, und setzt alle diese Werthe in die Differential- 
gleichung (127) ein, so erhält man, wenn 

(133) — ?i== Jyi^s, £2=jy2^«? ••• tq^Jygds 

gesetzt, iiy ^27 " ' ^ ^^^^ ^Is particuläre Integrale der resp. Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung 

(1^4) ^— = (yO., -^, l^^=^<-d^>'"-d^^ ^y^\ -JF 

betrachtet werden, eine algebraische Gleichung 

(135) .... F(^, e„ £,,... e^) = 

zwischen ti) i^y ' ' ' ^' Nimmt man nun an, dass zwischen den In- 
tegralen iij ti) " ' tg unter einander eine algebraische Beziehung 
nicht besteht — indem man im entgegengesetzten Falle die Anzahl 
der Integrale im Ausdrucke (132) von vornherein kleiner annehmen 
dürfte — so muss die Gleichung (135) identisch sein und also auch 
bestehen, wenn f^, gg? • ' • tg durch die Grossen ersetzt werden 

worin ^o f%; * - - f^^ willkürliche Constanten bedeuten, und da die 
Ableitungen dieser Grossen auch den Gleichungen (134) genügen, 
so folgt, dass der dem Ausdrucke (132) 

(136) ...•;?,= /-(a;, g„ g,, ... ?,) 
analoge Ausdruck 

(137) .... ^2 = f{x, gl + ^1, Sa + f*2» • • • S? + f*?) 
wiederum ein particuläres Integral der Differentialgleichung (127) 
sein wird — ein Resultat das wir auch aus den im zweiten Kapitel 
bewiesenen Sätzen von der Erhaltung der algebraischen Relation 
zwischen Integralen verschiedener Differentialgleichungen (127) und 
(134) hätten entnehmen können. Seien nun 

n» particuläre Fundamentalintegrale der reducirten Differentialgleichung 
so ist jedes Integral der Gleichung (127) in der Form enthalten 
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worin M^ M^, • • • Mm Constanten bedeuten, und somit auch 

(139) -^2 = ^1 + '^1^^^ + ^2^^^^ + + Vm^"^^' 

'Aus (136), (137) und (139) folgt 
(140) .... f{x, gl + f*i, gg + f*2; • • • S^ + f*?) = f{^i gl; 52, • • • £?) 

für jedes Werthesystem der Grössen f*i, l^tg, • • • f*^ und dazugehörige 
Vi, V2y • • • Vm] machen wir nun die Annahme, dass die Function f 
nicht schon eine lineare Function der Grössen gi, gg» * * ' S? ^st — 
welche Form wir auch im allgemeinen Falle unter gewissen, gleich 
anzugebenden Beschränkungen erhalten werden — so wird man für 
die willkürlichen Constanten ^ii, (I29 ' ' ' I^q ^ solche Werthecomplexe 
wählen können, dass die durch Einsetzen dieser Werthe von ^ imd 
der entsprechenden von v aus (140) hervorgehenden m Gleichungen 
die m Grössen is^^^, ^^\ . • • 0^^'^ algebraisch durch die Grössen 
5i? g2> * • ' g^ bestimmen werden. Machen wir nun die Annahme, 
dass die Fundamentalintegrale der reducirten Differentialgleichung (138) 
nicht algebraische Functionen derjenigen AbeTschen Integrale sind, 
welche in dem Integrale (132) der nicht homogenen Differential- 
gleichung enthalten sind, so musa die Gleichung (140) eine in den 
Grössen g^, gg, • • • g^ identische sein, und setzt man daher 

so folgt 

(141) .... f(x, (i^, ftg; • • • f*^) = f(^, 0, 0, ... 0) 

woraus sich z^^\ ^^\ • • . ^'^'\ indem man wieder m Werthecombina- 
tionen der /tt wählt, in welchen die /"-Function der Annahme nach 
nicht linear ist, als algebraische Functionen ergeben würden. Ver- 
möge (141) geht nun die Gleichung (140) in die Beziehung über 

(142) .... fix, gl + 1^1, • • • g, + fi,) = f{x, g„ . . . g,) 

+ f{^y ^1; • • • ^q) — f{^f 0, ... 0), 

woraus wieder, weil dieselbe vermöge der Irreductibilität der AbeT- 
schen Integrale in den g- Grössen identisch sein muss, aus bekann- 
ten Gründen folgt, dass 

(143) • • • • fix, gl, gä, • • • ?e) = «i5i + M2S2 + • • • + «9?, + « * 

ist, worin ii^j u^j ' ' ' '^qy ^ algebraische Functionen von x bedeuten, 
welche nach (141) mit den Fundamentalintegralen der reducirten 
Differentialgleichung durch die Beziehung verbunden sind 

(144) Wifii + W2f*2 -i h ««cf*? = n^^^^ + ^2^^^^ H h vm^^"*^; 
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es geht daher (136) über in 



oder 



»2 ^'^ 



(145) ;8fi = Kl / yi ds + «»2 / ya^s H + w^ / y^ds + u, 

und es werden wieder, wie schon unmittelbar aus der Gleichung (144) 
hervorgeht, die algebraischen Functionen u^y u^, ' - ' Uq particuläre 
algebraische Integrale der reducirten Differentialgleichung sein. 

Wir finden somit, dasSy wenn eine lineare, nicht homogene Differen- 
tialgleichung ein aas der Variahein und AheVsdien Integralen alge- 
braisch zusammengesetztes Integral "besitzt, unter der Voraussetzung, dass 
die Fundamentalintegrale der reducirten Differentialgleichung nicht alge- 
braische Functionen derselben AbeVschen Integrale sind, dieses Integral 
eine lineare Function jener AbeVschen Integrale sein muss, deren 
Coeffidenten algebraische Functionen der Variabein sind. 

So hat z. B. die Differentialgleichung 

dz 2 

z = X, 

dx X ' 

deren reducirte Gleichung ^ ^ = das allgemeine algebraische 

Integral z = cx^ besitzt, das algebraisch-logarithmische Integral 

Zi = x^ log X. 

Lassen wir jedoch die Voraussetzung fallen, dass die Funda- 
mentalintegrale der reducirten Differentialgleichung nicht algebraische 
Functionen derjenigen AbeTschen Integrale sind, welche in dem 
Integrale der nicht homogenen Differentialgleichung enthalten sind, 
so wird man nicht mehr schliessen können, dass z eine lineare 
Function jener AbeTschen Integrale sein muss, wie dies auch in 
der That nicht der Fall ist; so hat z. B. die Differentialgleichung 

d^z 1 dz j, z 2 

dx^ X dx ' ic^ a; ' , 

deren reducirte Differentialgleichung 

d^^z 1 dz y^ z ^ 



dx^ X dx ' X' 

die beiden particulären Integrale 

;g?(i) = X und ^(2> = X log X 
besitzt, das particuläre Integral 

z =^ X -^^ X (log oc)^. 
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§14. 

Eigenschaften der algebraischen Grenzen solcher Integrale linearer 
Differentialgleichungen, welche ans algebraisch -logarithmischen 
Functionen und Abel 'sehen Integralen zusammengesetzt sind. 

Wir haben bisher die Frage behandelt^ was aus der Annahme 
eines Integrales einer linearen Differentialgleichung^ das sich aus 
algebraisch-logarithmischen Functionen und AbeTschen Integralen 
zusammensetzt, geschlossen werden kann für die Beschaffenheit 
anderer ähnlicher, nothwendig existirender Integrale eben dieser 
Differentialgleichung; wir wollen jetzt die Frage aufwerfen, was sich 
unter gewissen Bedingungen von den Eigenschaften eines jeden In- 
tegrales einer linearen Differentialgleichung aussagen lässt, welches 
wieder aus algebraisch -logarithmischen Functionen und AbeTschen 
Integralen zusammengesetzt ist — zwei Fragen, welche für die ein- 
fachste Differentialgleichung 

dz 

'dx ~y^ 

also für Quadraturen zusammenfallen, da die Integrale sich nur um 
Constanten unterscheiden. 

Hat die lineare Differentialgleichung 

ein algebraisches Integral z^^ das als Lösung einer irreductibeln alge- 
braischen Gleichung dargestellt sein mag, deren Coefficienten rational 
aus o;, Fj, Y^, • • • Ym und y zusammengesetzt sein sollen, so wird, 
wenn z^ irgend eine andere Lösung dieser algebraischen Gleichung 
bezeichnet, aus früher entwickelten Gründen z^ ebenfalls jener Differen- 
tialgleichung genügen, woraus die beiden Beziehungen 



dar dx 



dx"^ ' dx 

folgen, und hieraus wieder 



(147) .... -^^^^L^ + ^> ^ d^^-T'' - + ••• + y».(^i-^»)=0> 

d. h. es wird z^ — z^ ein algebraisches Integral der reducirten Differen- 
tialgleichung sein. Hat nun die reducirte Differentialgleichung entweder 
gar kein algebraisches Integral oder nur solche algebraische Integrale, 
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welche rational durch die Grössen x, Fj, Fg, • • • Ym und y ausdrück- 
bar sind, so muss im ersteren Falle z^ — ^2 = sein, was der Irre- 
ductibilität der die Grössen Zi und z^ definirenden algebraischen 
Gleichung widerspricht, und im zweiten Falle müsste 

(148) ....;?, = ^j + F{x, F„ r„. . . Y», y) 

sein, worin F eine rationale Function bedeutet; aber dann würden, 
wenn jene algebraische Gleichung 

lautet, worin die 9) ebenfalls rationale Zusammensetzungen aus- 
drücken, die beiden Gleichungen bestehen 

K + 9>i(^> ^ir" ^m, y)<""' H h 9>x(x, Fl, . • . Ymy y) = 

und 

{z, + F{x,Y,r'"Tm,y)Y 

+ q>,{x, r„ . . . Ym, y)l0^ + F,{x, r„ . . . Ym, »))'"'+• • v 

h yx(^> I'i» • • • ^m, y) = 0, 

aus denen durch Subtraction 



folgt, es würde also 0^ einer Gleichung x — 1*®^ Grades genügen mit 
Coefficienten, welche rational in x, Fi, • • • F^, y ausdrückbar sind, 
was wieder wegen der Trreductibilität der Gleichung (149) unmög- 
lich ist. Besteht also die oben gemachte Annahme für die reducirte 
DiflFerentialgleichung, so darf die Gleichung (149) nur eine Wurzel 
haben, tuuss also linear sein, und es wird somit das yorgelegte 
algebraische Integral z^ rational durch x, F^, Fg, • • • F^, y aus- 
drückbar sein. Wir erhalten also folgenden Satz: 

Hat eine lineare, nicht homogene DifferenticUgleichung ein alge- 
braisches Integral^ tmd die reducirte* Differentialgleichung hat entweder 
gar kein algebraisches Integral oder nur solche, welche rational cms den 
Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung zusammengesetzt sind, 
so wird sich das Integral der nicht homogenen Differentialgleicfmng als 
rationale Function der Coefficienten derselben darstellen lassen. 

So hat die Differentialgleichung 

(150)....il + ^-=)/^, 



dx ' 2a; 



da ihre reducirte Gleichung 



dz m z ^ 

+ -_ = 



dx ' ^x 



190 § 14* EigeDSchaften der algebraischen Grenzen. 

das allgemeine^ in den Coefficienten der Gleichung (150) rationale 
Integral = ^besitzt; das in eben diesen Coefficienten rationale 

Integral 

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn Y^, Yg, - - - Ym ganze 
Functionen von x sind, die reducirte lineare DiflFerentialgleichung, 
deren Coefficienten überall eindeutig und in der Endlichkeit endlich 
sind, nach den Untersuchungen von Fuchs, bekanntlich nur solche 
algebraische Integrale besitzen kann, welche in der Endlichkeit überall 
endlich und eindeutig, also ganze Functionen sind; es ist somit der 
obigen Bedingung, dass die etwaigen algebraischen Integrale rationale 
Functionen der Coefficienten der nicht homogenen Dififerentialgleichung 
sein sollen, von selbst genügt, und wir erhalten den Satz: 

Hat eine lineare nicht homogene Differentialgleichung, für welche 
die Coefficienten der linken Seite sämmtlich ganze Functionen der Variahein 
sind, überhaupt ein algebraisches Integral, so ist dieses stets als rationale 
Function von x und der rechten Seite der Differentialgleichung y a/as- 
drücJcbar, 

ein Satz, der • sich auch unmittelbar aus der Integrationsmethode 
mit Hülfe der Variation der Constanten und dem AbeTschen Satze, 
die algebraischen Werthe von Integralen algebraischer Functionen 
betreffend, herleiten lässt. 

Wir können aber den oben bewiesenen Satz noch in anderer 
Weise begründen und aussprechen. Bildet man nämlich mit einer 
algebraischen Function und beliebigen algebraischen Functionen 
Fl, Fg, . . . Ym den in und den Ableitungen dieser Grösse linearen 
Ausdruck 

so ist dieser bekanntlich als rationale Function von 0, x, F^, Fg, •• Y^ 
und einer willkürlich angenommenen algebraischen Function y dar- 
stellbar, wenn wir uns als die Lösung einer irreductibeln alge- 
braischen Gleichung x^^ Grades vorstellen, deren Coefficienten rational 
aus X, Fl, F2, • • • Ym und y zusammengesetzt sind, so dass 

(152) Z = ^i(a^, Fi,...F^,j/)^--i+V',(^, F„...F^,j/);ef--2^ 

|-^x(a;, Fl,... Ym,y) 

wird, wenn die 1^ rationale Functionen bedeuten. Stellt man nun 
diesen Ausdruck mit der die Grösse definirenden Gleichung 

(153) ^ + (p,(x, Y„ ■ ■ r„, j^)^-i + . • • + <px(a;, r„ . . F., y) = 
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zusammen, so haben die beiden Gleichungen jedenfalls eine 0-Gr'össe 
gemein; haben sie nur eine gemein, so würde die Aufsuchung des 
grössten gemeinschaftlichen Theilers bereits als rationale Function 
von X, Fl, • - • Ym, y und Z liefern; ist dagegen der grösste gemein- 
schaftliche Theiler von höherem Grade, so müssten mehrere Werthe 
von z. B. 0^ und 0^ dem Ausdrucke Z denselben Werth ertheilen. 
Nehmen wir nun aber an, dass entweder überhaupt nicht zwei 
j2f- Werthe existiren, welche dem Ausdrucke Z denselben Werth er- 
theilen oder dass, wenn solche existiren, diese sich nur um eine in 
Xy 1^1, •• • Ymj y rationale Function unterscheiden können, so würde 
aus der ersten Annahme unmittelbar, aus der zweiten auf Grund 
des oben bewiesenen Satzes, dass zwei Lösungen der irreductibeln 
Gleichung (153) sich nicht nur um eine Function unterscheiden 
können, welche rational aus a?, l^i, • • • r»», y zusammengesetzt ist, 
folgen, dass jener grösste gemeinschaftliche Theiler nur vom ersten 
Grade sein kann, und daher z mit Hülfe von aj, Yj, • • • Ym} y 
rational durch Z ausdrückbar sein; es folgt also der Satz, dass, wenn 
z die Lösung einer irrcduetibeln algebraischen Gleichung ist, deren 
Coeffidenten rational am x und uMlkürlichen algebraischen Functionen 
Yi, 5^2; •• • Ym^ 3/1, y2) ' ' ' yn zusammengesetzt sind, und der Ausdruck 

Z=^^^—-\' Y, — —A V YmZ 

nimmt überhaupt nicht für zwei Lösungen dieser Gleichung denselben 
Werth an oder nur für solche, deren Differenz eine rationale Function 
der Grössen x, Y^, Y^, • • • Ym, 3/1, j/27 * * ' Vn ist, so nmss sich z 
rational durch aJ, Y^, - - - FJ, j/i, y^y • • • yn und Z ausdrücken lassen, 
und es ist unmittelbar zu sehen, dass dieser Satz nur eine andere 
Ausdrucksweise des früheren ist', weil, wenn zwei Werthe z^ und Z2 
dem Werthe Z denselben Werth ertheilen, Z = noth wendig das 
Integral z^^ — Z2 hat, und Z das frühere y der Gleichung (146) ist. 

Von diesem Gesichtspunkte aus können wir aber offenbar den 
Satz auch allgemeiner so aussprechen: 

Ist z die Lösung einer irreductibeln algebraiscJien Gleichung, deren, 
Coeffidenten rational aus x, Y^, Y^, • • • Fm, yiy y%, ' ' - yn zusammen- 
gesetzt sind, und nimmt der Ausdruck 

z = f(x, r„ r^, ... Ym,0, -^,...-^j, 

worin F eine rationale Function bedeutet, überhaupt nicht für zwei 
Lösungen dieser Gleichung denselben Werth an oder nur für solche, deren 
Differenz eine rationale Function der Grössen x, Yy, - - * Ym, J/n * • • 2/n 
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ist, 80 nrnss sich z rational durch x, F^, • • • F^, ^i, • • • J/n tind Z 
cmsd/rücken lassen. 

Nehmen wir nunmehr an, dass die Differentialgleichnng (146) 
ein logarithmisches Integral Ton der Form 

(154) • • • • z^ = A log V 

habe, worin A eine Constante und v eine algebraische Function ist, 
welche der irreductibeln algebraischen Gleichung genügt 

(155) f{v)=^+v,{x, Y„.'Yn>,yy-'+- + 9i(x, r„..r„,y)=o, 

so wird, wie früher gezeigt worden, F^=0 sein müssen, und wenn 
Vy Vi, ^2, • • • t?x_i die Lösungen der Gleichung (155) sind, so wer- 
den bekanntlich auch A log Vj, A log v^, ' ' ' A log vi-^i Integrale 
der vorgelegten Differentialgleichung sein. Ist nun die Gleichung 
(155) von einem höheren Grade als dem ersten, so würde, weil 
A log V und A log v^ Integrale der Gleichung (146) sind, der Ausdruck 

A log — 

ein Integral der reducirten linearen Differentialgleichung sein. Hat die 
letztere nun, vom constanten Integrale abgesehen, gar kein logarith- 
misches Integral dieser Form, so muss die algebraische Gleichung 
(155) nothwendig vom ersten Grade gewesen sein, d.h. der Loga- 
rithmand v des angenommenen logarithmischen Integrales ist eine 
rationale Function von x, F^, • • Ym—i, y. Nehmen wir zweitens an, 
die reducirte Differentialgleichung habe logarithmische Integrale 
dieser Form, aber nur solche, deren Logarithmand rational durch 
X, ?!,••• Ymr-1, y ausdrückbar ist; dann würde folgen, dass v^ = vr 
ist, worin r den rationalen Charakter hat, und somit nach (155) 

/•(«O = /-(rr) = . 

r 

sein, woraus sich wegen der Irreductibilität der Gleichung offenbar 

auch 

f{vf^) = /•(t;r8) = 0, ... 

ergiebt, so dass einmal vr^ = v, d. h. r^ = 1 sein muss, somit r eine 
CoDstante und zwar eine d^ Einheitswurzel; es nimmt daher die 
Gleichung (155) die Form an 

(156) vf"^ + q)3(x, Fl, . . • r,n-i, y)f^''-^^^ H 

h q>^i^(x, Fl, . . . Ym^iy y) = 0. 

Setzt man nun 

v^= F, 

so wird nach (154) das Integral z^ übergehen in 

> 

(157) . . . . «j = 4 log F, 
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worin V nach (156) durch die Gleichung definirii ist 

(158) .... FA^ + (p^{x, Fl, . . .>^_i, y) F^-^ + . . • 

deren Grad ^ kleiner als der Grad m der die Function v definiren- 
den Gleichung (155) ist. Ist nun fi > 1 , so kann man genau ebenso 
das Integral 0^^ in die Form setzen 

i'i = -^ log W, 

worin W einer Gleichung fi^**" Grades von der Form genügt 

W^^^ + t,(x, r,, . . Ym-i,y) TFA'^-i + . . + i^,, {x, Y,, . . r^^i, 2/)=0, 

in welcher ft^ < fi ist; setzen wir dieses Verfahren fort, so müssen 
wir zu einem logarithmischen Ausdrucke für das Integral 0^^ gelangen, 
dessen Logarithmand durch eine lineare Gleichung definirt ist, also 
rational durch a;, F^ • • Fm— i, y ausdrückbar ist. Wir erhalten somit 
den folgenden Satz: 

H(it eine lineare, nicht homogene Differentialgleichung ein loga- 
rithmisches Integral von der Fonn 

A log Vy 

worin A eine Comtante und v eine algebraische Function von x ist, 
so lässt sich dieses, wenn die redudrte Differentialgleichung entweder 
gar Icein logarithmisches Integral dieser Form besitzt oder nur solche, 
deren Logarithmand rational aus den Coefficienten der nicht homogenen 
Differentialgleichung zusammengesetzt ist, in die Form 

4 10« ^ 

bringen, worin m eine ganze positive Zahl und W eine in den Coeffi- 
cienten der Differentialgleichung rational ausdrückbare Function be- 
deutet 

So hat z. B. die DiflFerentialgleichung 

deren reducirte Gleichung 

das allgemeine, nicht logarithmische Integral besitzt: 






dx' 



= cfx \ 



X* 



e ^ dx -{' Ci, 

das Integral 

z = log X. 

Königsberger, Differentialgleicb. 13 
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Nach den früheren Auseinandersetzungen ist unmittelbar ein- 
leuchtend^ dass der oben ausgesprochene Satz auch gültig ist, wenn 
das logarithmische Integral die Form hat 

j3f = w log V , 

worin v eine algebraische, u eine in x, I^i; • • • Ym^ y rationale 
Function bedeutet, es wird sich also auch, dann dieses Integral stets 
in die Form setzen lassen 

worin m eine ganze Zahl, und w eine in den Coefficienten der 
Differentialgleichung rationale Function bedeutet; und ein ähnlicher 
Satz gilt offenbar auch, wenn das Integral von der Form 

;s «=» CT + «* log V 

ist, worin v und U algebraische Functionen der Variabein, und u 
eine rationale Functioii der Coefficienten der Differentialgleichung be- 
deuten, wie man leicht folgern kann, wenn man wieder wie oben 
eine Hülfsgrösse t einführt, durch welche sich v und U mit Hülfe 
der Grössen Xj Yj, Y^ • - • Ym, y rational ausdrücken lassen. 

Habe jetzt die lineare, nicht homogene Differentialgleichung ein 
Integral von der Form 



(159) "" ßj^^ujYds, 



in welchem u und v algebraische Functionen von x, und Y eine alge- 
braische Function von s bedeutet, so möge auf die Differential- 
gleichung (146) die Substitution ausgeübt werden 



(160) = ujtdx, 



dann geht dieselbe, da u nach früheren Auseinandersetzungen ein 
particuläres Integral der reducirten Differentialgleichung 

(161) ^ + Y, ^""'^ + . . . + r^;^ = 

sein musste, bekanntlich in eine lineare nicht homogene Differential- 
gleichung m — 1*®' Ordnung in t über von der Form 

(162) ^^+Z,-^^ + --- + Z„-^t^y, 

welche vermöge der aus den beiden Gleichungen (159) und (160) 
entspringenden Relation 



JTds=ftdx, 
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oder 

(163) . . . . ^ = (D, ^^ 



dx 

ein algebraisches particuläres Integral haben wird, und deren Coeffi- 
cienten Zj, Z^, • • • Zm— i rational aus rr, Yj, Y^ - - - Ym und der 
algebraischen Function u zusammengesetzt sind. Bemerkt man nun 
aber, dass dieselbe Substitution (160) auf die reducirte DiflFerential- 
gleichung (161) angewendet, die DiflFerentialgleichung 

d. h. die aus (162) reducirte Differentialgleichung liefert, so gilt für 
die Gleichungen (162) und (164) der oben bewiesene Satz, dass 
jenes algebraische Integral der Gleichung (162) rational durch 
X, Y^, Y^j ' ' • Ym, u und y ausdrückbar ist, falls die reducirte 
Gleichung (164) entweder gar kein algebraisches Integral hat oder 
nur solche, welche rational durch x^ Y^, Y^, • • • F^, u und y aus- 
drückbar sind. Hat aber die Gleichung (164) gar kein algebraisches 
Integral, so hat nach (160) die Gleichung (161) kein Integral, wel- 
ches aus dem Producte von u in ein AbeTsches Integral besteht, 
und hat die Gleichung (164) nur solche algebraische Integrale, welche 
rational in x, Y^^ Y2, - - - Ym, u und y ausdrückbar sind, so hat 
(161) zwar solche Integrale, aber von der Beschaffenheit, dass der 
Differentialquotient t des aus jenem Integrale und der algebraischen 
Function u gebildeten Quotienten rational in x, Y^, - - * Ym, u und y 
ausdrückbar ist — in beiden Fällen folgt, dass 



(165) "" Jtdx=fYds 



ist, worin t rational durch x, F^, • • • Ym, u und y darstellbar ist. 
Findet aber eine Gleichung von der Form (165) statt, so war früher 
nachgewiesen worden, dass dann auch, wenn das AbeTsche Integral 
der rechten Seite zum Geschlechte p gehört. 



»a 



(166) .... ftdx = -} 2/^^^ + ^ 

ist, worin d eine ganze positive Zahl, und v^, «;2? * * * ^i> Lösungen 
einer algebraischen Gleichung p^^ Grades sind, deren Goefficienten 
rational durch x und t, d. h. rational durch x, Y^, - ' - Ym,u und y 
ausdrückbar sind, während die zugehörigen Werthe von Y aus eben 
diesen Grössen und den respectiven Werthen Va rational zusammen- 
gesetzt sind, endlich w eine algebraisch-logarithmische Function von 

demselben Charakter bedeutet. Es folgt somit der nachstehende Satz: 

13* 
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Hat eine lineare, nicht homogene Differentialgleichung ein Integral 
von der Form 

z =iU I Yds 



-»/ 



worin u und v algehraische Functionen der Variabein x sind, und be- 
sitzt die reducirte Differentialgleichung entweder gar Jcein Integral, 
welches durch u dividirt ein ÄbeVsches Integral wird, oder, wenn es 
ein solches wird, für die algebraische Function des Ab eV sehen Integrales 
eine rationale Function von u und den Coeffidenten der Differential- 
gleichung liefert, so lässt sich jenes Integral auch stets in die Form 
setzen 



z = -^^^J Yds + w, 



worin d eine ganze positive ZaM, v^, v^,' - - Vp, wobei p das Geschlecht 
von Y bezeichnet, Lösungen einer algebraischen Gleichung p*^^ Grades 
sind, deren Coeffidenten sich rational durch x, Y^, ' • - Ym, y und u 
' ausdrücken lassen, während die zugehörigen Werthe von Y aus eben diesen 
Grössen und den respectiven Werthen Va rational zusammengesetzt 
sind, endlich^ w eine algebraisch -logarithmische Function von demselben 
Charakter bedeutet. 

Ist u selbst rational aus x, Y^, - - - Ym und y zusammengesetzt 
oder eine Constante — was z. B. der Fall wäre, wenn die reducirte 
Diflferentialgleichung (161) nur solche algebraische Integrale hätte, 
welche rational durch eben diese Grössen ausdrückbar sind — dann 
werden auch die Coefficienten der die Grössen v^, V2y - " Vp definiren- 
den Gleichung rational aus den Coefficienten der Diflferentialgleichung 
selbst zusammengesetzt sein. 

Nehmen wir allgemeiner das Integral in der Form an 






(167) '^" z =uj Y'^ds-]- uJ 7(2)^5 „j 1. ^i Yms + u, 

in welchem u^, u^,'" Ug, v^^, V2,'" Vq, u algebraische Functionen von x, 
und Y^^\ Y^^\ • • • F^^) ebensolche Functionen von s seien, so werden 
oflFenbar wieder u^^, U2^ -" Uq unter der Voraussetzung der Irreducti- 
bilität der in (167) vorkommenden Aberschen Integrale particuläre 
algebraische Integrale der reducirten Diflferentialgleichung sein müssen, 
und macht man somit die Substitution 

(168) • • • • z = u^j tdx, 

so wird man wie oben auf eine lineare Diflferentialgleichung m — 1*®' 
Ordnung geführt, deren rechte Seite wieder y ist, und welche ver- 
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möge (167), wie man leicht sieht, ein particuläres Integral von der 
Form hat 

(169) .^.^t=uJ Y^'^ds -f- uj Y^^)ds H f- uAy^^^üs + U, 

in welchem U, U^y" Uq wiederum algebraische Functionen von x sind, 
die zugleich algebraische particuläre Integrale der reducirten i^Ditferen- 
tialgleichung darstellen, und welches ein Abe.rsches Integral weniger 
hat. So kann man durch successiv angewandte Substitutionen von 
der Form (168) die gegebene lineare Differentialgleichung auf eine 
andere nicht homogene reduciren, deren rechte Seite der der gegebenen 
DiflFerentialgleichung gleich ist, und welche dann ein Integral von 
der Form 



y 



TTi Cy^Q^s + W 

hat, in welcher W und W^ algebraische Functionen von x bedeuten; 
auf diese können dann die oben gemachten Schlüsse angewandt 
werden, und hiervon ausgehend kann man dann in unmittelbar ersicht- 
licher Weise zurückschliessen. 

Die Bedingung für die rationale Ausdrückbarkeit der Coefficienten 
der die Grenzen der AbePschen Integrale bestimmenden Gleichung 
durch die Coefficienten der Differentialgleichung lässt sich aber noch 
bedeutend einschränken und ganz ebenso formuliren, wie es oben 
für logarithmische Integrale geschehen ist, indem dort die reducirte 
Differentialgleichung nicht nur im Allgemeinen, wie es hier jetzt ge- 
schehen ist, der engeren Bedingung unterworfen wurde, nicht durch 
Abersche Integrale befriedigt zu werden oder nur solche mit bestimmter 
Eigenschaft der Grenzen zu besitzen, sondern dass sie bloss nicht 
logarithmische Integrale oder nur logarithmische Integrale von be- 
stimmter Beschaffenheit des Logarithmanden besitzen sollte. Ganz 
ähnlich lassen sich die Sätze auch hier gestalten, und die Art des 
Beweises führt zu interessanten Betrachtungen, welche der Trans- 
formationstheorie der Transcendenten angehören. 

Habe also eine nicht homogene lineare Differentialgleichung 
(146) zum Integral ein elliptisches Integral, welches mit beliebigen 
algebraischen und logarithmischen Functionen additiv verbunden sein 
mag, also in der Form dargestellt werden kann 



(i70).....=y%i+fr, 



worin 



(171) . . • . z/ (S) = >/(l - r ) (1 - xT) , 
/"(S) eine rationale Function von g, w^ die Lösung einer irreductibeln 
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algebrauefa£ii Gleichung Z*^ Grades 

(172; - - - - ^ 'tt » = 

bedeutet, deren Coefficienten rationale Functionen der Coefficienten 
der Differentialgleichung sind, und endlich IT eine algebraisch-logarith- 
miiKrfae Fcmction Torstellt, so bilde man in wiederholt angegebener 
Weilte eine Grosse t, durch welche sieh mit Hülfe der Coefficienten 
der Differentialgleichung die Grossen u^, ^(u^), der in U enthaltene 
algebraische Theil tr und die einzelnen Logarithmanden tc^ fC2j " ' Wa 
rational ausdr&cken lassen. Sei die irreductible algebraische Gleichung, 
welcher die Grosse t genügt 

(173)-... r=o, 

dz d^ z 

HO wird, wenn man ans (170) die Differentialquotienten -j-, "ä^ > " ' ' 

berechnet und in die Differentialgleichung einsetzt, dieselbe, wenn für 
die Grössen ti|, ^ (U|), tc, w^j tc^f- - • tCo ihre rationalen Ausdrücke 
in t gesetzt werden, in eine rationale Function von t übergehen, 
welche bekanntlich dann durch alle Losungen von T = zu Null 
gemacht werden muss, woraus folgt, dass die diesen ^Grossen ent- 
sprechenden Werthe von w, -^(w), «?, «Tj, • • • «7^ in (170) eingesetzt, 
Integrale der gegebenen Differentialgleichung liefern. Wählen wir 
nun alle diejenigen ^Werthe aus, welche u^ und ^(«i) unverändert 
lassen — denn es ist nicht etwa auch t eine rationale Function der 
Cjlrössen u^ etc. — so werden wir eine Beihe von Integralen der 
Differentialgleichung von der Form erhalten 



»t 



=/ -iSar + "^*' + ^' ^""^ "»f + ^i! log <'+••• + Ao log «.f 



und es wird somit auch der Ausdruck 

Ml 



(174) Z,=ß^^\^^^ + W+ JB.log TV; + 5,log Tr,+ . • • +B„log W„ 

ein Integral der Differentialgleichung sein, worin die TF, W^i, • • • Wa 
als symmetrische Functionen der «<7-Werthe rational in den Coeffi- 
cienten der Differentialgleichung ausdrückbar sind. Setzt man den 
Wertli von Z in die Differentialgleichung ein, so ergiebt sich einer- 
seits aus derselben, dass ^{y>^ sich mit Hülfe der Coefficienten der 
Differentialgleichung als rationale Function von u^ darstellen lässt, 
andererseits folgt aber auch aus dem Früheren, dass, wenn man statt u^ 
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irgend eine andere Lösung i^ ^^^ Gleichung (172) und für ^(u^) die- 
selbe rationale Function von U2 setzt, auch der Ausdruck 

(175) Z, ^J^^ + m^'+B, log Wf'+B, log TF^«+ . . + 5, log F^^' 
der Differentialgleichung genügt. Es wird daher 

(i76)..... = 4-4=/%f--/%jf +Tr-Trw 



+ £, log -^ +... + £„ log 



w„ 



(t) . . —- a (i) 

1 a 



der reducirten Differentialgleichung 

(177) "" -^ + Y, ^"~'l + ♦ - + Ym^t #- =0 

genügen, oder auch der Ausdruck 

(178) . . . ;? ==J^^§§- + ^+C, log Zi + 0, log JT, + . . . + aiog A,, 

wenn X, X^, - - - Xt wieder algebraische Functionen bedeuten^ und 

du^ du^ dv 



(179) 



• . • • 



gesetzt ist, also die Relationen bestehen 
und 

(isn . . . . z/ r« ^ = ^(«*i) ^w (1 + «'"1'«'') + «,0 (»'+ 1 + 2»«(u.'+ 1.») + 2«s't>') 

Nehmen wir nun an, dass die reducirte Differentialgleichung (177) 
gar kein Integral besitzt, welches aus algebraisch-logarithmischen 
Functionen und einem zur Irrationalität ^(§) gehörigen elliptischen 
Integrale additiv zusammengesetzt ist, oder, wenn es ebensolche In- 
tegrale hat, dass die obere Grenze des resp. elliptischen Integrales 
und die dazugehörige Irrationalität rational aus den Coefficienten 
der Differentialgleichung x, F^, F2; * * ' ^m— 1 und y. zusammengesetzt 
ist, so würde, da in der Gleichung (180) einerseits ^(u^) eine ratio- 
nale Function von u^ war, andererseits nach der eben gemachten 
Annahme v und jd (v) rationale Functionen der Coefficienten der 
Differentialgleichung sein müssten, 

«*2 '^ /*(wi, SD, Fl, Fa, • • • r^-i, y) 

sein, worin f eine rationale Function der in der Klammer enthaltenen 
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Grossen bedeutet; da nun tt| und u^ Losungen der mit Adjungirung 
der Grossen a:, Y^, Yg, • • • F«— i, y irrednctibeln algebraischen Gleichung 
(172) sind, so werden sich sämmtliche Losungen derselben bekannt- 
lich in die folgende Gruppenform bringen lassen 



(0) 



• < 



u. 



w 



(«) 






«1« 



H 



U 



Q 

(1) 



Q 



J""-^^ J""-^^ «/'^-i^ 
^1 «<2 ^3 



tl/ 



(a-1) 



in welcher die Losungen je einer Horizontalreihe die iterirten ratio- 
nalen Functionen f des Anfangsgliedes einer jeden derselben sind, 
und somit z. B. der ersten Horizontalreihe von (0) das transcendente 
Gleichungssystem entspricht 



(182) 



r dj _r dl r dl 

J J(l) J J(D J J{1) 



r dl _ r dl ^ r dl 

J ^{D J j(i) J j{i) 

r dl _ r dl r dl 

J j{i) J j{i) °y z/(i) 



Ut 



«1 



[J m J ^(S) J ' 



dj 



in welchem sich die Integrale vermöge der verschiedenen Wege noch 
um Vielfache der Periodicitätsmoduln unterscheiden können, woraus 
durch Addition 



(183) • • • • Q I ~jwr "^ ^^ "1" ^'^' 

folgt, wenn m und m' ganze Zahlen, co und g/ zwei Elementarperioden 
des elliptischen Integrales bedeuten. Setzt man also 



r_di 

J ^(i: 



= ^1, 



so folgt 



(184) • . • • Wj = sinam (Wj, x), Wg = sinam (wi + 

/ I c% W® -f- W* ö 

t(3 = smam iWi + 2* ■ 



mto -[- m a/ 



') 



.). 



Uq = sinam ( ei^^ + ((> — 1) 



r • / 



wcö -\-m da 



x\ 
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Wegen der ähnlichen für die Glieder der Gruppe je einer Verti- 
calreihe bestehenden Beziehung erhält man z. B. für die Glieder der 
ersten Verticalreihe die Ausdrücke 

(185) • . • • Wj = sinam (w?i, x), u ^^ = sinam (w^ + ^"^ ^JL^ ^ ) , 



(2) . 

t*j = Sinam 



(«'x+2-^-^i^,.),-.. 
(«;. + (<,-l)^'*>-,.) 



(or — 1) . / , /^ ^v ft© + |ti CO 

Wj = smam ' «" -l ' ^ — » ^ -?- — ^—"^ — 



und ähnlich für die anderen Horizontal- und Verticalgruppen, so dass^ 
wenn 



gesetzt wird, die die Grössen u definirende Gleichung lautet: 



(186) sinam (Wy x) — sinam {Wj^, x) 

smam {w, x) — smam iw^ -\ ' , x i 

smam (w;, x) — smam iwy^ + 2 ' ? ^) r * * * 

• sinam {w^ x) — sinam Iw^ + (? — 1) ^*" , x n X 
sinam («c;, x) — sinam (w^ + — ^ ~r ^ ^ ^ j^\ 

smam (tc;, x) — smam i m;i + — —^ 1 ^ ^) • •- • 

• smam(w;, x) — smam|t€;i + -^- — l"(p — 1) ' ; ^) 

• sinam (ec;, x) — sinam /wi + (<^ ~ 1) ^"^ ; x) 

smam(«{;, x) — smamrM;i + (<y — ^) — 1 j ^) • • • 

• sinam (m?, x) — sinam lw^'^{6'-\)— '^^ ^ — \-{q — \) ^^'^^^ yXJ 
Bekanntlich ist aber für eine Transformation q^^ Grades, wenn 



(187) .... *"" + ""° = a 
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gesetzt wird^ x den ursprüugliclien; X den transformirten Integral- 
modul; M den Multiplicator der Transformation bedeutet^ 

(188) • • • • sinam ( j^ } A =T/ ~t~ ^^^^.m (w, x) X 

jal (sinam (w, x)— sinam (aß, x)) 

1 

g-l 

2 

jaj (l — X* sin' am (w, x) sin* am (aß,, x)) 
1 

Bildet man den Ausdruck 

(L) sinam (-^, A^ — sinam {.^ , a) , 

so wird dieser Ausdruck verschwinden, wenn w = w^ ist, andererseits 
sieht man aber aus dem bekannten Ausdrucke 



(189) • ' • • sinam (-^ , a)= 1/ -^ sinam («c?, x) sinam (w? + ß, x) 
• sinam (e«; + 2Ä, x) • • • sinam ( w? + (p — 1) «ß, x J , 

dass der Ausdruck sinam (-^ , A^ unverändert bleibt, wenn statt w 

die Grösse w-^-vSl gesetzt wird, worin v irgend eine ganze Zahl 
bedeutet, so dass der Ausdruck (L) auch verschwindet, wenn w = 
Wi-\-Sly Wi~\'2Sl, • • • w?i + (p — 1)»^ gesetzt wird, und da nun aus (188) 
folgt, dass der Zähler des Ausdruckes (L) eine ganze Function p*®^ 
Grades von sinam (w, x) ist, so wird sich dieser in die Form setzen 
lassen 

(7 [sinam (w, x) — sinam (%, xU 

smam (w, x) — smam Iw^ -j ' , x\\ 



• [sinam (w, x) — sinam (wi + ((> — 1) * " — — , x\\ , 

worin C eine Constante bedeutet, also in den ersten Theil der Gleichung 
(186) übergehen, und man sieht sofort, dass, weil die anderen Theile 
dieser Gleichung sich ebenfalls als die Zähler von Ausdrücken der 
Form 

sinam ^-^ , A^ — sinam \^ ^^ , A J 

darstellen lassen, während die Nenner dieser Ausdrücke nur für con- 
stante, nicht von w^ abhängige Werthe von w verschwinden können, 
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die Gleichung (186), welche in sinam (w?, x) vom p<y*®^ Grade ist, 
sich ersetzen lässt durch die folgende 



(190) fsinam (-^, a) — sinam (-^ , xj] 



smam 



(t.') 



smam 



f Wi 



+ 



flCD + fi'cö' 



M 



sinam (-^, Aj — sinam 



f Wi 



,^ 



f » 



+ (a _ 1) t^^+JL^ 



M 




0, 



welche in sinam l-^ , 3i\ nur vom i?**'' Grade ist. Nun war aber 

oben als Integral der nicht homogenen linearen Differentialgleichung 
das elliptische Integral 



('«^ • • • '. -i'^ + ^ 



vorausgesetzt, worin 

und Wj eine Lösung jener Gleichung qö^"^ Grades ist, welche auch 
in die Form gesetzt wurde 

(192) . . . • Mj = sinam (wj, x); 
setzt man nun 

(193) . . ■ ■ /-^J- = J- / " ' ^^ 



so wird Zi vermöge der durch diese Gleichung ausgedrückten Trans- 
formation p*®° Grades übergehen in 



tti 



1) 



+u, 



worin vermöge (192) und (193) 

(195) Ui = smam /^, a) , 

und somit Uj eine Lösung der Gleichung 6^^ Grades (190) ist. Wir 
finden also, dass, wenn jener linearen Differentialgleichung ein ellip- 
tisches Integral genügt, dessen obere Grenze eine algebraische 
Function der Variabein ist, der Grad der diese Function definirenden 
Gleichung vermöge einer Zerlegung in Gruppen erniedrigt werden 
kann, und fahrt man in dieser Schlussweise .fort, bis man zu einer 
Gleichung ersten Grades gelangt, so erhält man den folgenden Satz: 
Genügt einer nicht homogenen linearen Differentialgleichung ein 
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elliptisches Integral, dessen obere Grenze eine algebraische Function der 
Variabein ist, so lässt sich dieses, wenn die redtmrte Differentialgleichung als 
Lösung entweder gar Jcein elliptisches Integral besitzt, welches zu demselben 
Integralmodul gehört, oder, falls derartige Integrale vorhanden sind, die 
obere Grenze des elliptischen Integrales, soioie die dazugehörige Irrationalität 
rational aus den Coefficienten der Differentialgleichung zusammengesetzt 
ist, in ein elliptisches Integral mit anderem, du/rch algebraische Trans- 
formation erhaltenen Integralmodul verwandeln, dessen obere Grenze eine 
rationale Function der Coefficienten der Differentialgleichung ist 

Es bedarf keiner weiteren Auseinandersetzung, wie diese Sätze 
auf hyperelliptisehe und Ab ersehe Integrale auszudehnen sind, nach- 
dem oben die Verwendung des AbeTschen Theorems für diese Fragen 
besprochen worden. 

§15. • 

Eigenschaften der Irrationalitäten solcher Abel'scher Integrale, 
aus denen Integrale linearer Differentialgleichungen 

zusammengesetzt sind. 

Nachdem wir eine Reihe von Sätzen über die rationale Aus- 
drückbarkeit der Grenzen von AbeTschen Integralen aufgestellt 
haben, welche linearen nicht homogenen DifiFerentialgleichungen ge- 
nügen, wollen wir die BeschafiFenheit der algebraischen Irrationalität 
solcher Aberscher Integrale näher untersuchen. 

Habe also die Differentialgleichung 

ein Integral der Form 

Ml 

(197) .... 5, =j'f (I, zt (§)) dk+U, . 
worin 



z/(i)=i/ä-i*)(i-x^g*), 

Wj eine algebraische Function von x ist, und TJ^ eine algebraisch- 
logarithmische Function bedeutet, so war oben gezeigt worden, dass 
jener Differentialgleichung auch stets ein Integral von der Form 

(198)....^, = ij7-(|,.^(|))d|+F . 

genügt, worin 8 eine positive ganze Zahl, v und ^{v) rational aus 
X, Y^, 1^2? • • • ^m— 1, y zusammengesetzt sind, und Y eine algebraische 
Function desselben Charakters ist. 



§15. Eigenschaften der Irrationalitäten AbeFscher Integrale. 205 



Bildet 


man 


den Ausdruck 
(199) . . 


woraus 






dz 


dv 


1 d^z 






dH 1 J'iv) / dv 



dx dx J(v) ' dx"^ dx^ 

folgt, und setzt hieraus die Grösse 



1 J [v) / dvy 



d'^z , ^ dr'-'^z , . ^ dz 



dx"" ' ^ dx"^-^ ' ' "" " dx 

zusammen, so wird dieselbe eine rationale Function von a?, T^,-- Y^—i^ y^ 
welche wir durch F(x, Y^^, - -- Ym—i, y) bezeichnen wollen; wir finden 
somit, dasSy wenn der Differentialgleichung 

durch ein elliptisches Integral genügt mrd, eine lineare Differential- 
gleichung , 



dx"^ ' ' dx"^-^ ' ' '""-" dx 

existirty worin F eine rationale Function bedeutet, und welche als Inte- 
gral das zugehörige elliptisches Integral erster Gattung von der Form 



V 



besitzt, für welches v und ^ (v) rational durch x, Y^,- -- Ym—i, y aus- 
drücHbar sind. 

Wir werden somit zur Feststellung der Eigenschaft der Irratio- 
nalität ^ (g) nur solche lineare, nicht homogene Differentialgleichungen 
zu betrachten haben, welche ein elliptisches Integral erster Gattung 
zum Integral haben, dessen obere Grenze sammt der zu dieser Grenze 
gehörigen Irrationalität rational durch die Coefficienten der Differential- 
gleichung ausdrückbar ist. 

Habe also die Differentialgleichung (196) das Integral (199), 
und denke man sich für die Ableitungen von z die schon oben ent- 
wickelten Werthe eingesetzt, so kann man in der für alle x nunmehr 
identischen Gleichung die Variable x willkürliche Wege beschreiben 
lassen, immer wird die Gleichung identisch befriedigt werden, und 
aus früher angestellten Betrachtungen ist klar, dass, wenn man y als 
Lösung einer mit Adjunction der Grössen x, Y^, J^2> ' ' * ^w—i irre- 
ductibeln Gleichung 

(200) . . . . y- + 91 (ä:, r„... r^_x)r-' + --- 

• • • + ^n {OC, ?!,•.• Ym^i) = 
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auffasst; man x solche Umläufe machen lassen kann, dass man ohne 
Aendermig der Werthe Yi, • • • F^-i successive zu allen n Wurzel- 
wQrthen dieser Gleichung gelangt^ wie dies für irreductible Gleichungen 
bekanntlich allgemein möglich ist. Nehmen wir nun an, dass zwei 
Lösungen y^ und y^ der Gleichung (200) in der Beziehung zu einander 
stehen, dass 

(201) ^2 = «yi 

ist; SO wissen wir aus der im vorigen § angestellten Untersuchung; 
dass £ eine Constante^ und zwar eine fi^ Einheitswurzel sein muss^ 
und die Gleichung (200) dann die Form annimmt: 

(202) . . . . y'^'*+ (3P^(^, Fl, . . . r^_i) {/(--i)/- + . . . 

)r ^^fi (a;, Ti, . • . F^-i) = 0. 

Nehme nun v^ , während y^ in y^ = ey^^ übergeht, worin b die 



primitive f**® Einheitswurzel e = 6 /* bedeutet, mit Beibehaltung 
der Werthe Yi, • • • Ym—i den Werth v^ an', so wird, wenn j/i, ^i, v^ 
und y^j 027 ^2 entsprechende Werthe bedeuten. 



'' =/■ 



<i| 



der Differentialgleichung 
genügen, so dass 

dx"^ "^ ^ dx 



(203) . • . . ^ ' — ^ + Y, — "^^ \ ^' 4- 



I V rf(ggi — gg) r^ 

• • • + ^^-^ — di — - ^ 

wird, und daher die homogene lineare Differentialgleichung 

das Integral 

besitzt. 

Nehmen wir nun an, dass die reducirte Differentialgleichung (204) 

gar kein Integral einer algebraischen Function zu ihrem Integrale 

dz 
hat, d. h. dass die durch Substitution von -j— == g aus (204) hervor- 
gehende Gleichung 

jm — 1«, jm — 2«. 
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kein algebraisches Integral besitzt^ oder auch, dass, falls die Gleichung 
(204) AbeTsche Integrale zu Lösungen hat, diese sich stets durch 
ein elliptisches Integral erster Gattung mit derselben Irrationalität 
^(1) darstellen lassen*), so würde jedenfalls 

sein, worin v^ auch eine Gonstante sein kann. Setzt man nun 

dv^ dv^ dv 

so geht die Gleichung (207) in 

dv dvi 



(208) 



über, worin offenbar v und v^ algebraisch mit einander zusammenhängen. 
Da aber der Modul der beiden elliptischen Dififerentialien der Gleichung 
(208) derselbe ist, und 

29r , . . 2je 

s = COS f- t sm 

reell nur dann ist, wenn — = xtc, worin x eine ganze Zahl, d. h., 

wenn ^ = 2, also s = — 1 ist, so folgt aus der bekannten Defini- 
tion der complexen Multiplication elliptischer Integrale der Satz, 

dass, wenn einer linearen, nicht homogenen Differentialgleidiung, 
deren rechte Seite y hei einem geschlossene^^ Umlaufe der Varictbeln, 
für welchen die Goeffmenten der Differentialgleichung unverändert bleiben, 
in ein Multiplum dieses Werthes übergeht, ein elliptisches Integral genügt^ 
tmter der Voraussetzung, dass die redudrte Gleichung, wenn sie über- 
haupt dtMTch ein AbeVsches Integral befriedigt wird, als solches nur ein 
elliptisches Integral mit demselben Modul besitzt, der Integralmodul des 
elliptischen Integrales ein Modxd der complexen Multiplication sein muss^ 

2 7ti 



wenn nicht jenes Multiplum s = ef^ reell, d. h. ft == 2 ist. 

Setzen wir mit der bekannten Bezeichnung gradliniger Integrale 



a/i ^S ^_^C\dl o/r äl 



1 

■ Ö 

so gelten vermöge des algebraischen Zusammenhanges der Grössen v^ 
und V für die Gleichung (208) nach bekannten, der Transformations- 

. dz 

*) Für den Fall der einfachsten Differentialgleichung -^ — — y wurde das 

dz 
Integral der reducirten Differentialgleichung -r— = eine Constante sein, die 

sich stets als ein solches elliptisches Integral auffassen lässt, somit der obigen 
Bedingung filr die reducirte Gleichung stets genügt werden. 
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theorie der elliptischen Integrale geläufigen Schlüssen die Be- 
ziehungen 

(209) .... j*«»-=««o« + ««iO'' 

[äc3''=^ €bQ(D + £biG)\ 

worin d, öq, «j, 6^, b^ ganze Zahlen bedeuten, und man erhält somit 
zwischen diesen Zahlen und s die nothwendig zu erfüllende Be- 
dingungsgleichung 

= 0; 



üqB —^ d 


a^s 


boS 


b^B — 8 


%7ti 





daraus folgt, dass €= e ^ die Lösung einer ganzzahligen quadrati- 
schen Gleichung sein muss, woraus wieder unmittelbar die einzig 
möglichen Werthe von ft bestimmt werden können. Denn wenn 

COS 1- e sm 



die Lösung einer quadratischen Gleichung mit rationalen Coefficienten 
ist, so muss cos selbst rational sein, und aus dem Ausdrucke 

7 2« j.2w k(k— i) i. 9 2« , 9 ^n 

cos k • = COS* — 2~- cos*~^ sm* 

, k(k — l)(k — 2)(k — 3) i. a 2n . . 2ir , 

-\ '^ ^) ^ V COS*-* sm* , 

' 1 • 2 • 3 fi fi ' ' 

worin Je eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, folgt dann auch, 
dass cos k eine rationale Zahl sein muss. Sei nun 

worin Pi, P2) ' ' * Pi von 2 und 3 verschiedene Primzahlen, und 
9i> 92) * • * 9^ positive ganze Zahlen bedeuten, so würde, wenn 

cos eine rationale Zahl wäre, auch 

2n , . 2ic 



COS 2" S^pI'^'p^ • • • p!^ ' ^^, d. h. cos 



^ ' Pi 

rational sein müssen; nun ist aber cos 1- i sin ein Lösung 

' Pi ^ Pi ^ 

der Gleichung 

(a) . . • . xP'-^ + 0^'-^ + • . • + a; + 1 = 0, 

welche, wie wir wissen, irreductibel ist in Bezug auf die Rationalität 
der Coefficienten, und setzt man 
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SO hat die sich ergebende Gleichung 

(b) . . . ., y 2 _|_ y 2 _ Pj__l. y 2 _^ 

die Lösung 

COS H i sin 1 + (cos t sm ) = 2 cos , 

und auch die Gleichung (b) wird irreductibel sein, da, wenn sie es 

nicht wäre, die Substitution von J/ = o; -| in einen der Zerlegungs- 

factoren auch eine Zerlegung der Gleichung (a) liefern würde; es 

kann somit cos nur dann rational sein, wenn -^~z = 1, 

Pi ' 2 > 

also Pj == 3 ist, dasselbe gilt für p2, • • • pi, somit sind die einzig 

2 Ä . 

möglichen Fälle von ft, für welche cos eine rationale Zahl sein 

soll, in der Form enthalten 

fi==2«3/*; 

27t 

ist nun ß = 2 oder > 2, so folgt ebenso, dass dann auch cos —^ 
rational sein müsste, was, wie man leicht einsieht, nicht der Fall ist, 

2 TC 

ebenso würde, wenn a=3 oder >3 sein würde, auch cos — g— rational 

sein müssen, was wiederum nicht der Fall ist, also sind die mög- 
lichen Fälle zunächst auf die Form 

^ == 2« . 3/* 

beschränkt, worin a = 0, 1,2, ^ = 0, 1 sein kann; in der That 
ist für ft = 2, 3, 4, 6 

27r 27r 27c 27t 

COS — ^ , COS —7— , COS — r— , COS 



2 , — ^ , — g , g 

eine rationale Zahl, und wir finden, dass a nur die 4 Formen haben 
kann 



2 TT» 2 7ti 2 7ti 2jti 



e ^ , e ^ , ^^7 ß^ 



Andererseits ist aber leicht einzusehen*),* dass nur zwei in 
einander transformirbare elliptische Integrale dieselben Multiplica- 



*) Man kann dies leicht mit Hülfe der aus der Transformationstheorie der 
elliptischen Functionen bekannten Formeln beweisen; stehen nämlich zwei 
elliptische Differentiale in der Beziehung 

dy dri 



worin y und rj algebraisch zusammenhängen, so ist 

$(0 3S arm + as<o' 
d(o'= ara -\- asm , 

Königaberger, Differentialgleich. 14 
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toren der complexen Multiplication haben können; da nun die Multi- 

plicatoren mit Ausnahme von e^ = — 1, in welchem Falle derselbe 
reell wird, sich also für den Modul des Integrales gar keine Be- 



woraus nnmittelbar 



\A.) • • • • T = f Ol 



8 ' 2r + ST 

folgt. Hieraus ist nun leicht einzusehen, in welcher Beziehung zu einander 
verschiedene complexe Multiplicationsmoduln stehen müssen, wenn der Malti- 
plicator a für diese Moduln derselbe sein soll, oder wenn die beiden Gleichungen 

dt adu 



l/(i-t»)(i-x,»{») v^(i-««)(i-i,»t««) 

dv adw 



y(i — v^) (1 — x^^ ü*) y(i-w^){i—x^^w^) ' 

in welchen u mit *, ebenso wie w mit v algebraisch verbunden sind, zu gleicher 
Zeit bestehen sollen; denn da sich dann, wenn der zum Modul X^ gehörige 
^- Modul mit r^, der zu X^ gehörige mit r^ bezeichnet wird, aus (A) vermöge 
der Gleichheit der Multiplicatoren die Beziehung ergiebt 

2 ^1 2 ^2 



2ri+Siri 2r2 + S2T2 ' 

in welcher die der Transformation zugehörigen ganzen Zahlen mit entsprechen- 

« 

den Indices versehen sind, so folgt 



(B) 



• ■ • 



und somit t^ als lineare Function von t^. Da nun, wie wir wissen, der reelle 

Theil von —- und -4- wesentlich positiv ist, und diese beiden reellen Theile 

d s 
sich nach (B) um den Factor ^ ^ unterscheiden, so wird dieser Factor eben- 

falls positiv sein, und somit, wenn in bekannter Bezeichnungsweise 

ttj Tj Öj 

gesetzt wird, in unserem Falle 

ao&i— öi&o =*i^2Si«2 = ^ 

eine positive ganze Zahl sein; nach einem bekannten Satze der Transformations - 
theorie ist dann aber t^ ein durch eine Transformation N^^ Grades aus r^ 
transformirter '0'- Modul, und es folgt somit, dass die beiden Moduln X^ und l^ 
der complexen Multiplication aus einander transformirte Integralmoduln sein 
müssen, dass also gleiche Multiplicatoren nur dann zwei verschiedenen Moduln 
der complexen Multiplication zugehören können, wenn die Moduln in einander 
transformirbar sind, oder endlich, dass, wenn wir transformirte Integralmodnin 
als gleich betrachten, jedem Multiplicatorwerth einer complexen Multiplication 
nur ein Modul entsprechen wird. 



§ 15. Eigenscbaften der Irrationalsten AbeFscher Integrale. 211 

dingung ergiebig sämmtlich complex sind^ und die elliptischen Integrale 

eben diese Multiplieatoren besitzen ^ wie aus den Substitutionen 

2jt% 2 rti 2ni 2rti 



l = e^ gl, | = e * gl, g = e ^ g^ oder «^ = e » r]^ 

hervorgeht, so werden diese drei elliptischen Integrale, wenn wir 
den Fall ^ »= 2 ausschliessen, diejenigen sein, die allein Integrale 
jener linearen, nicht homogenen DiflFerejitialgleichung sein können. 

Wir können somit das folgende Theorem aussprechen: 

Die Differentialgleichung 



in welcher y durch die Gleichung definirt ist 

(210) r" + ^/-C^, 3^1, • • r^i)^'-^)'' + • • + 9'«;.(a;, Yir- r»-i)=0, 

A^nn nur dann durch ein elliptisches Integral erster Gattung — und 
zwar unter der Voraussetzung, dass die reducirte Differentialgleichung 
entweder gar kein durch ein ÄbeVsches Integral darstellbares Integral 
besitzt {von dem constanten Integrale abgesehen), oder nur elliptische 
Integrale mit demselben Modul — befriedigt werden, wenn ^ = 2, 3, 4, 6 
ist, und dann shid in den drei letzten Fällen die Integrale der Differen- 
tialgleichung von einer der Formen 



u u u 



r d^ r dj_ r d^ ^ ^ r dy 

worin u respective v, sowie die dazugehörigen Irrationalitäten rationale 
Functionen von x^ Y^, Fg, • • • Ym—i und y sind. 

Fassen wir den Fall fi = 2 ins Auge, für welchen y der Gleichung 
genügen wird 

(211) .... y^'+tp^ix, ?!,... r„_Oy^«-« 

+ tp^{x, Y„ ■ . r^-Oy^"-* + . . . + 9„,(a;, Tj, • . . r„_0 = 0, 

SO wird man, wenn der Differentialgleichung das Integral genügt 

(212).....,===/-^, 
worin 

^ m = v'(i-i^)(i-c»r), 

und u^ sowie -^(mj) rationale Functionen von x, Y^, * ' • Ym^i und y 

bedeuten, nach der Gleichung (211) die Variable x einen solchen 

Umlauf machen lassen können, dass ohne Wer th Veränderung von 

14* 
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Yi • • • Fot— 1 die Wurzel y in — y übergeführt wird, wofür die aus 
diesen Grössen rational zusammengesetzten Werthe von % und ^ (u^) 
in Wg und ^(u^) übergehen mögen, und es wird daher 






^2-r ^(j) 



ein Integral der Differentialgleichung 



sein, und somit, wie unmittelbar zu sehen. 



Zt Zg 

0O = 



"3 2 

der ursprünglichen DifiFerentialgleichung genügen; setzt man aber 

% = /(^, Fl,.. r;„_i, — y) J(u.2)^F{x, Ti, .. r^_i, — y), 
so ist, wenn man 

Ui t/2 Üb 

r dg _ r_d±_ r_dj_ 

setzt, vermöge der bekannten Ausdrücke für Mj und ^(«3) sofort 
einzusehen, dass 

% = /; (Xj Fl, . . r«_i, y2) . y, ^(wg) == F^ (x, Fj, • • F^-i, y*) 

ist, und, dass, wenn wir zu 0^y was erlaubt ist, da Fm = 0, noch 

eine Constante von der Form 

1 

d^ 



if- 



2J ^(1) 

hinzufügen, das neue Integral 



-1/ 



SO beschafiFen ist, dass v eine rationale Function von Xy F^, • • Ym—i 
und y^ wird, während ^ (v) das Product einer eben solchen Function 
in y selbst ist. 

Nun können aber auch alle linearen, nicht homogenen Differen- 
tialgleichungen von der Form 

d'^z , V dr'-^z , . ^ dz 

+ -^1 ^.m-l -1 T F^-1 -5^ = 2^ 



bestimmt werden, in denen y die Lösung einer Gleichung von der 
Form (211) ist, und welchen ein elliptisches Integral 






V 
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genügt; denn setzt man y^ = t, so ist t nach (211) durch die 
Gleichung bestimmt 

(213) ""t-+q>,{x,Y,r' ^m-i) t'-' 

worin die Functionen 9>2> 9^4; * * * 9^2x passend zu wählen sein 
werden, und v wird nach dem oben bewiesenen als eine rationale 
Function von x^ Y^, - - - Ym—\ und #, also von der Form 

worin die a> ganze Functionen der Grössen x, F^, • • • Ym—i sind, 

so zu bestimmeji sein, dass ^{v) durch y = yT dividirt, oder 
dass 



(215) 



• • • • 



y 



[0,(0;, Y,,.. r^_i)-ca,o(a;, Y,,-. r^_,)-ca,/(a,s Y,,-- Y^./)« ca,^_,(^, ^^u ' ' ^;„-i) ^^-^] 

[fl,fo r,,-. Y^_,)+ca,o(a^, Y,,.. Y^_,)+ca),(^, Y„.. Y^_^)e+. '4-Cfi)^^^(a:, Y,,.. Y^_,)<x-i] 

t 

eine rationale Function von x, Y^, - - - Ym—i und ^ ist. Sind z. B. 
die Functionen Y^, - - - Y^—i rationale Functionen von x, so würde 
die Forderung die sein, die ganzen Functionen von xicd, Oq, «i, • • cJx— i 
so zu bestimmen, dass die eben angegebene Irrationalität mit t selbst 
. gleich verzweigt ist, und wie man eine derartige Aufgabe behandelt, 
ist im § 12 bei der Frage der Reduction hyperelliptischer und AbeT- 
scher Integrale auf solche niederer Gattung besprochen und an Bei- 
spielen erläutert worden. Sind nun die Coefficienten oj und der 
Integralmodul c diesen Bedingungen gemäss bestimmt, so setze man 



V 

= ± (jlL 

2 / z/(|) ' 



dv d^v 



dz 1 dx d^z 1 dx^ 1 ^'(v) 



dx 2 J{v) ' dx'^ 2 J(v) 2 J{vy 



\dx/ ' 



und bilde den Ausdruck 



^z . ^ d'^-^z , . ^ dz 

+ Y^ -— ^r=r H r Ym-i 



dx"^ ' ^ dx"^-"- ' ' "* ^ da; ' 

so ist vermöge der oben für v und ^(v) angegebenen Formen un- 
mittelbar zu sehen, dass dieser* Ausdruck die Gestalt haben wird 

Fix, r„r„... Y„.„f)-y, 
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worin F eine rationale Function bedeutet, und setzt man 

ßo sieht man aus der für y gegebenen Gleichung (211) unmittelbar, 
dass 71 ebenfalls durch eine Gleichung der Form definirt ist 

n" + ^i ix, r„ . . . r„._i) ,,*—» + ... + ^,,{x, y„.-- r„_i) = o, 

und dass das elliptische Integral 

der Differentialgleichung genügt 

dTz . ^ dS^-'^z , , ^ dz 



auf diese Weise kann man alle Differentialgleichungen dieser Form 
bestimmen, deren rechte Seite einer Gleichung von der Form (211) 
genügt, und die durch ein elliptisches Integral befriedigt werden. 

Gehen wir nunmehr zu dem Falle ft = 3 über, in welchem also 
y durch die Gleichimg definirt war 

(216) f' + (p,{x, r„ .. Ym^i)f--^ + . '+q>s.(x, Fl,.. r,-.i)=o, 

so musste das der Differentialgleichung genügende elliptische Integral 
die Form haben 



u. 



P") ■ • ■ ■ ^. -/t#t 



worin u^ und Yuj^ — 1 rationale Functionen von x^ Y^, • • • Yw— i 
und y bedeuten. Lässt man nun x continuirlich geschlossene Um- 
kreise beschreiben von der Art, dass y, während Fi, ••• F«— i ihre 
ursprünglichen Werthe wieder annehmen, in ey und a'^y übergeht, 



27t( 



worin £ = e ^ ist, so werden die Werthe der elliptischen Integrale 

wiederum Integrale der so entstehenden Di£ferentialgleichungen sein, 
und es werden die Beziehungen statthaben 



(219) it^=f{x, r„ • . r„_i, ey) y^i^^l=^F{x, Y^, ■ ■ r„_i, sy) 
«3=/'(«> Yi, • • r„_i, £*y) ytts^^ = F(x, Ti, •• r„_i, £«y), 

worin f und JF" rationale Functionen bedeuten. Nun folgt aber aus 
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den drei Gleichangen 






wie man durch Multiplication derselben mit 1, c^, 6 und Addition 
ersieht^ dass 

^ = -3 

ein Integral der vorgelegten DifiFerentialgleichung sein wird, und es 
bleibt somit nur die Summe der elliptischen Integrale (indem wir 

den Factor -^ fortlassen) 

Ui Uj u, 

J l/4«~l ^ J l/|«-i ^ J 1/53-1 
zu untersuchen übrig. Setzen wir in dem Differentialausdruck 

du. , s^du^ , sdu^ 

~ T W-a— ^ i 



Vu,'-i Y<-^ 1/^3^-1 

(220) ti^ = CTj, 1*2 = fiJg, % = B^ C/3, 

so geht derselbe über in 



dU, y__düj [_ dU, 



3 



l/ü,»-i V't^/-l l/C^s'-i 

worin nach den Gleichungen (219) 



(221), 



ü,^ef{x, Y„ • ■ r„_i, 6«y) V^^ 1 ==F(x, ¥„■■ Tm-i, c*y) 



sein wird. 

Setzen wir zum Zwecke der Addition jener 3 elliptischen Differen- 
tiale nach dem AbeT sehen Theorem in schon früher benutzter Form 



(222) .... a^U^+a^U+ao — hYÜ^-'i^=Oy 

welcher Gleichung die 3 Werthe t/i, U^, U^ mit den zugehörigen 
Irrationalitäten genügen sollen, so folgen nach (221) für die Con- 
stanten ag; a^; ÜQ^ hy indem wir alle nach dem Modul 3 congruenten 



(223) 
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Potenzen von y zusammenfassen, die drei Bestimmungsgleichungen: 

+«o-6(?+Ciy+%*) = o 

+ao-6(<ß+Df*y+9t5y^) = 0, 

worin P2, ^2> ^2? ^d Qiy ^u ^; ^; 9^ rationale Functionen von x, 
Fj, ^2» • • • ^m-i und y^ sind. 

Multiplicirt man dieses Gleichungssystem der Reihe nach mit 

1 1 1 

1 £ s^ 

1 €^ £, 

und addirt je drei Gleichungen, so folgt 

«2 • ^y^ + «1 • Öi2/ + «0 • 1 — ^ • ^ =0 
«2-^2y+«i-A +ao-0-6-Sfti/2 = 
«2 • P2 + ai . i?i j/2 _j. ct^ . — 6 . Ot/ = 0, 

und hieraus wiederum durch Multiplication der drei Gleichungen mit 
1, y, y^y wenn ausserdem die eine Constante = 1 gesetzt wird, 

a^'L^y + aQ'l — b'M^ = N^y^ 
a^'L^y + %'0 — l'M^ = N^y^ 
ai . igt/ + ao • — 6 . M3 = iVgy^ 

worin Lj, L2; -^s» -^1; -^2? -^3; -^1? -^2; ^3 rationale Functionen von 
X, Yi, Tg? • • • ^w— 1 und y^ sind. Somit wird also, wenn U, SJ, S33, 
den Charakter ebensolcher Functionen haben, 

(224) ..-. ai = U.«/, ao = SS-/, 6 = SB • t/^ 
sein, und sich daher vermöge der Gleichung 

aus welcher für U=0 

hervorgeht, nach (221) und vermöge des ümstandes, dass 

U,U,ü,=f(x, Y„^^Y„,-^,y)f{x, F,,.. Y,,_„By)f{x, F,, • • r„_i, £«y) 

sich als rationale symmetrische Function von y, £j/, e^y rational 
durch X, ^i; • • i^m— 1 nnd «/^ ausdrücken lässt, die Bestimmungs- 
gleichung 

y=^T-y 
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ergeben, worin T eine rationale Function von x, Yj, • • Fm— i; y^ be- 
deutet, und V der Gleichung genügt 

dU^ , dU^ . dü^ __ dV 



zugleich folgt aus der Gleichung (222) die zu V gehörige Irratio- 
nalität in der Form 

oder nach (224) 

eine rationale Function von x, F^, • • Ym-i, J/^ 
Wir finden somit den folgenden Satz: 
Wenn einer Differentialgleichung 

dT'z , V ^""^-^ , , ^ dz 



ww^er dew festgestellten Bedingungen für die redudrte Differential- 
gleichung, wobei y einer Gleichung von der Form genügen soll 

y'' + 9>s{^, Yu- Ym-i)f''-^ + • • • + <P3x(a;, r„ . . . r^-i) = o, 

ein elliptisches Integral genügt, so gehört dieses jedenfalls mr Irratio- 
nalität yp — 1, und die Differentialgleichung hat dann auch stets das 
Integral 



1 r d^ 



wortn 

(225) .... F=T.y, yV'—l^T^ 

sind, wenn T und T^ rationale Functionen von x, Y^, - - Ym—i und y^ 
bedeuten. 

Durch diesen Satz ist aber wiederum die Möglichkeit gegeben, 
alle jene Differentialgleichungen aufzustellen, die durch elliptische 
Integrale befriedigt werden, wenn y einer Gleichung der obigen Form 
genügt. Denn setzt man y^ = t, so hat ^ man nur die Bedingungen 
dafür aufzustellen, dass, wenn eine Function t durch eine, alge- 
braische Gleichung 

definirt ist, deren Coefficienten passend zu bestimmen sind, nach 
(225) eine Substitution 
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in welcher (Oq, «Jj, • • -'^Ox—i, co zu bestimmende ganze Fmictionen der 
in ihnen enthaltenen Grössen bedeuten^ gefunden werde von der 
Art^ dass 



VI 



a,„(x, r.,..r„_i)+«.. (X. r.,-- y,„_i)<+-+a.,_,(x, Y„..Y^_^)t''-^^ ' 



■)■ 



t 



eine rationale Function von x, Y^, • • • Y„i_i und t ist, worin unter 
der Quadratwurzel — und das war der Zweck jener Transformation 
— nur eine rationale Function von t vorkommt. Die Methode, alle 
zugehörigen Differentialgleichungen aufzustellen, ist wiederum im 
Früherem enthalten. 

Ist ferner ^ = 4, also y durch eine Gleichung der Form definirt 

y^'+ 9i(^, Y,r" Ym-Oj/^^-^H h 9>4x (x, Y,r" Ym-i) = 0, 

so musste das der Differentialgleichung genügende elliptische Integral 
die Form haben ^^ 

(226).....,=J__^-, 

worin w^ und |/%* — 1 rationale Functionen von x, F^, ••• rj»— i 
und y sind. 

Lässt man nun x solche geschlossene Umkreise beschreiben, dass 
y ohne Aenderung der Grössen Ti, • • • F^— i in — y, iy, — iy über- 
geht, so wird genau nach den für den vorigen Fall gemachten Aus- 
einandersetzungen auch 

Ui U^ Ui u^ 

ein Integral der Differentialgleichung sein, worin 

u, = f(x, Y,r"Ym-i,y) yV^=~l = 2^(^, F,, • • • F^^i, y) 

u, = f{x, ri,...r,_x,-2/) y<=^ = i^(^, r„..-r^^i,~y) 

u^ = f{x, Fl, . . . Ym^i, - iy) l/<— 1 = F{x, Fj, • • • Ym-i—iy) 
ist, wenn f und F rationale Functionen bedeuten. Setzt man nun 
wieder wie früher, indem man u^= U^^ ^2 = — iZ/g, Uq = — U^^ 
U4^ = -^ i TJ^ macht, die Summe der so entstehenden 4 elliptischen 
Integrale nach dem Aberschen Theorem zu einem elliptischen Inte- 
grale zusammen, so ergiebt sich leicht, dass das Integral der UÜfferen- 
tialgleichung in y 

üiergeht, worin 
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wenn T und T^ rationale Functionen von x, I^i, • • • rin— i «*wd yl^ 
bedeuten, und auch hier ist sofort zu sehen, dass es vermöge der eben 
angegebenen Eeduction des elliptischen Integrales auf ein solches 
m^i der Grenze V wiederum möglich ist, die Form aller dahin ge- 
hörigen Differentialgleichungen zu bestimmen, da der Ausdruck 

yV^ — 1 wieder nur von y* abhängig ist. 

Ist endlich ft = 6, also y durch die Gleichung bestimmt 

t/«- + (pe (o:, r,, . . . Ym-i) y'^r' + • • • + 9ax (x, F„ • • • r^..i) = 0, 

so musste das der Differentialgleichung genügende elliptische Integral 
die Form haben 

worin t«i und l/wi (Wj — 1) rationale Functionen von x, Fi,"- Tm-i 
und y sind; genau in der besprochenen Weise folgt, dass dann au>ch 

V 

z = — C ^^ 

der Differentialgleichung genügt, worin 

und T und T^ rationale Functionen von x, F^, • • • Ym—i und y^ sind, 
und ebenso erhellt aus dieser Reduction wieder die Möglichkeit der 
Aufstellung aller dazugehörigen Differentialgleichungen. 

Für den Fall der einfachsten Differentialgleichung -^ — = y 

liefern also die gegebenen Sätze die einzigen Formen der elliptischen 
Integrale, auf welche Abel' sehe Integrale, deren Irrationalität einer 
Gleichung von der Form (210) genügt, reducirbar sind, und zu- 
gleich das Mittel, die AbeTschen Integrale sämmtlich aufzustellen, 
welche dieser Bedingung unterliegen. Greifen wir z. B. den Fall 
heraus, in welchem y durch die Gleichung definirt ist 

r = 



B{xf ' 

worin Il{x) und (X}{x) ganze Functionen von x, und q eine ganze 
Zahl bedeutet, so wissen wir nach den eben entwickelten Sätzen, dass, 

weil die reducirte Differentialgleichung —^ — = nur ein constantes 

Integral besitzt, wenn das AbeVsche Integral erster Gattung / yc?a? 
auf ein elliptisches Integral reducirbar sein soll, noth wendig 



X 



>^-=4-/-7|ftT 
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sein wird, worin 

(228).... F= 4^^^^ und yW^=^^F(x), 

f{x) und F (x) rationale Functionen von x sind. Setzt man nun den 

Werth von F in )/ F^ — 1 ein, so hat man die rationale Function 
f(x) so zu bestimmen, dass 



V 



B {xf • 



eine rationale Function von x ist — und diese Aufgabe lässt sich 
bekanntlich unmittelbar mit Hülfe der Methode der unbestimmten 
Coefficienten lösen, indem man die in den Polynomen vorkommenden 
Constanten so bestimmt, dass das Polynom unter der Quadratwurzel 
nur doppelte Factoren hat, woraus sich für die zu bestimmenden 
Coefficienten gerade so viel Bedingungsgleichungen ergeben als Doppel- 
factoren vorkommen. Umgekehrt sieht man aber auch leicht, dass, 
wenn /"(rr), a(x) und R(x) als rationale Functionen von x so be- 
stimmt werden können, dass, wenn 

V — li^^l^^^ 

2/ ;. 

YE {x)^ 

gesetzt wird, 

yv— 1 

gleich einer rationalen Function F(x) ist, dann 



also 



^w-(^)4i- + i(/^(^)-(^)) 



Ye (x)^ 



dx 



äV ^\m.{x)E!ix)+-^{nx).(x))E^x) ^^ 



VF^-l E{x)F{x) ]/E{x)^ 

wird, d. h. ein zur Irrationalität yB{x) gehöriges Integral auf ein 
elliptisches Integral reducirbar ist. Um ein einfaches Beispiel hier- 
für durchzuführen, setze man 

1 

{y{x -a) {X- ß) (X - y)j 

SO ist nach der angegebenen Methode f(x) so zu bestimmen, dass, 
wenn man 

y _ ' fi^) 

Setzt, der Ausdruck 



^ '^ ^ (x^a)(X'-ß)(x—v) 
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eine rationale Function von x wird. Dies ist aber für beliebige 
Werthe von a, ß, y möglich; denn setzt man 

worin c eine noch zu bestimmende Constante bedeutet, so erhält 
man 

yW^n: = ^^ Yc(x-ß)(x-y)-{x-ay, 

und bestimmt man endlich c so, dass das Polynom unter der Wurzel 
eine doppelte Lösung hat, also derart, dass c der Gleichung genügt 

so erhält man, wie leicht zu sehen, 

dx dV 

= m 



worin m eine Constante bedeutet, somit die bekannte Reduction von 
Legendre für willkürliche a, ß, y, und ähnlich andere Reductions- 

formeln für y = yR (x) , worauf wir nicht weiter eingehen wollen. 

Dehnen wir nun diese Untersuchungen auf solche Differential- 
gleichungen aus, für welche die rechte Seite y nicht mehr auf Gleichungen 
von der Form (202) beschränkt ist oder der Bedingung unterliegt, 
dass man x solche Umläufe machen lassen kann, dass eine Lösung y^ 
ohne Veränderung der Werthe Y^, 3^2; *• ' ^m— i in.e^i übergeht, 
woraus e als Einheitswurzel gefolgert war. Eben diese Annahme 
konnte auch in der Form ausgesprochen werden, dass zwischen zwei 
Lösungen j/^ und j/g ^^^ Gleichung (200) eine lineare homogene 
Relation 

besteht, in welcher a^ und a^ rationale Functionen von x, Y^, Yg, • • Ym—i 
sind, indem früher bewiesen war, dass, wenn für eine irreductible 
Gleichung zwei Lösungen derselben in der Relation f/2 = ^tfi stehen, 
k nothwendig eine Constante und zwar eine Einheitswurzel sein 
muss*). Betrachten wir jetzt Beziehungen zwischen mehr als zwei 

*) Wir wollen noch eine einfache Bemerkung hinzufügen, welche sich anf 
die Bednction der Integrale algebraischer Functionen bezieht. Nehmen wir an, 
dass yi die Lösung einer algebraischen irreductibeln Gleichung sei, deren CoefQ- 
cienten rationale Functionen von x sind, und stehe eine andere Lösung 2/2 der- 
selben mit yi in der nicht homogenen linearen Beziehung 

y2^^Vi + ^' 
worin s und S rationale Functionen von x sein mögen, so folgt nach bekannten 
Eigenschaften der irreductibeln algebraischen Gleichungen, dass die successive 
iterirten Functionen 

t'y. + *(« + 1), «'«/, + *(«'+« + !),•• «"y. +*(*•■-'+«"-* + • • • + i+l) 



(229) 



222 § 15. Eigenschaften der Irrationalitäten Aberscher Integrale. 

Lösungen einer irreductibeln Gleichung, so ist vor allem leicht zu 
sehen, dass, wenn y^, j/g; — Vr ^^^ zu einem Cyclus gehörigen 
Functionalwerthe für irgend einen Verzweigungspunkt der algebraischen 
Function bedeuten, so dass 

1 ^ r—l 

yi = ^o(^)+ ^l(^)(^ -«)'*+ ^2(^)(^— «)'"H \-llfr-l{x){x — a) '■ 

i_ _?. r—l 

1 ^ 

r—l 

1- f^*— i>(''-i)^r-i (a?) (a? — a) '^ 



wieder einmal auf y^ zurückführen müssen, und dass d&her 

«''2/1 + <5 («"""' +«""■'+••• + « + 1) = 2/1 
sein muss, und somit, da y^ keine rationale Function von x sein kann, 

«'* =- 1, e'*-^ + fi*—^ 4- ... 4- £ + 1 = 

d. h. B eine r*® Einheitswurzel, wie in dem Falle, in welchem ^ »= war; wir 
wollen zeigen, dass für eine algebraische Function y^ , welche einer irreductibeln 
Gleichung genügt, für welche eine zweite Lösung die Form ^y^ -\- 8 hat, 

j yidx überhaupt nicht auf ein elliptisches Integral erster Gattung reducirbar 

sein kann; dena wäre 



fy.ä.^f 



n 
dl 



worin ri und /d (ji) rational durch x und y^ ausdrückbar sein müssten, so würde 
mau durch einen entsprechenden Umlauf von x zu der Beziehung 



ßy, + i)äa>=J'-^ 



gelangen, worin auch rji und J {tj^} rational durch x und y^ ausdrückbar wären, 
nind erhielte somit 



f-'-f^-M 



da aber die Integrale der rechten Seite nie unendlich werden, d€bgegen links das 
Integral einer r^^tionalen Function von x sich findet, so ist die Annahme der Re- 
duction auf ein elliptisches Integral erster Gattung unmöglich, wenn nicht d=0 ist. 

Man kann aber auch schliessen, dass j y^dx überhaupt kein AbeTsches Integral 

erster Gattung sein kann, weil dann, wie aus einem Umlaufe von x folgt, auch 

f (*2/i + ^) ^^^ *^s^ ^^^^ I ddx ein Integral erster Gattung sein müsste. Es 

würde sich dies auch folgern lassen aus der Beschaffenheit der die Grösse Pi 
definirenden algebraischen Gleichung. 
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ist, worin s eine primitive r*® Einheitswurzel und %(x)j f^ {x), • • • ^r— i ipo) 
nach ganzen Potenzen von x — a fortschreitende Reihen bedeuten, 
sich unmittelbar 

(230) yi + 2/2 -I ]r Vr = rt^ix) 

ergiebt, also jedenfalls eine lineare, im Allgemeinen nicht homogene 
Relation zwischen den Gliedern eines Cyclus stattfindet, in welcher 
das von den y freie Glied eine nach ganzen Potenzen von x — a 
fortschreitende Reihe ist — und dies ist selbstverständlich, weil 
die Summe der y um a herum eindeutig sein muss. 

Nehmen wir nun an, es bestehe zwischen einer Anzahl von 
Zweigen einer algebraischen Function eine lineare Relation 

(231) a^y^^ + a^y^^ H 1- a^y^^ + \ya, + \yo, H 

h hyax H = -4, 

worin «i, «g; " ^o ^2 * * ^^^ -^ rationale Functionen von x sind, und von 
denen für irgend einen Verzweigungspunkt der algebraischen Function 
Vq^y y?2» ' ' ' y^x 3/-Werthe aus einem Cyclus von P Elementen, 
yoi9 ya^y • • y<y;^ j/- Werthe aus einem anderen Cyclus von 2J Elementen etc. 

sein sollen. Mögen nun die Cyclen nicht gleichviel Elemente haben, 
und sei P der kleinste Cyclus, so werden, wenn man x P Umläufe be- 
schreiben lässt, y^^, y^y • • • yq^ wieder zu ihren Werthen zurückge- 
kommen sein, während ya^ in y'a^, yaj^ in y^,, - * ' ya^ in ya^ etc. über- 
gegangen sein mögen — und ya^ kann nicht ya^ gleich sein, da dies 
erst nach U Umläufen der Fall sein wird; zieht man die so erhaltene 
Gleichung von der ersten ab, so folgt 

(232) .... it(yo,-ya,) + h(yk-yod-^ 

— H ^^(yox — yox)-] — = 0. 

Nun könnte freilich diese Gleichung eine identische sein, indem z. B. 
für &i==62: y^i — 2/<yi + 2/^» — y(T.= sein köunte und ähnliche Be- 
ziehungen, wie z. B. wenn t/ai in ya^ und y^^ in ya^ übergeht; in diesem 
Falle würde man den ersten Cyclus von P Elementen zweimal beschreiben, 
wodurch im Allgemeinen nicht wieder beim Abziehen sich eine iden- 
tische Gleichung ergeben würde; so würde die Gleichung (232) wieder 
eine lineare Beziehung unter den y darstellen, aber für jenen Ver- 
zweigungspunkt aus Elementen von weniger Cyclen; gehen wir nunmehr 
von dieser Gleichung aus, so können wir wieder im Allgemeinen die 
y-Werthe eines Cyclus herausschafiFen u. s. w., bis wir auf eine lineare 
Beziehung zwischen den Elementen eines Cyclus kommen werden. 
Nur in einem Falle tritt eine Schwierigkeit ein, wenn nämlich F^=2J "» 
also die Anzahl der Elemente der Cyclen gleich gross ist; dann 
entwickeln sich aber alle einzelnen y nach Potenzen derselben Grösse 
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(x — «)"* und für die Entwicklung um a — und dies allein brauchen 
wir im Folgenden — ist es also dasselbe, als wenn nur y-Werthe eines 
Cyclus in der Relation vorkämen. 

Nehmen wir nunmehr an, wir hätten eine homogene lineare 
Relation mit constanten Coefficienten zwischen den y-Werthen eines 
Cyclus,. und es sei die Anzahl r der y dieser Relation kleiner als die 
Zahl m der Elemente des Cyclus selbst, so wird, wenn, unter b eine m*® 
primitive Einheitswurzel verstanden, 

m— 1 

+ f"*-^ ^m-1 {x) (x — a) "» 



»i — 1 



gesetzt wird, und jene lineare Relation 

«1^1 + «22/2 -| h »rj/r = 

ist, offenbar, wenn nicht einzelne der ^Functionen verschwinden 
^sollen, 

«1 + «2 4 f- «;. = 

a^ + ^^2 + *^% + • • • + B^~~^(ir = 

sein, oder es müsste die Gleichung 

a^ + <h^ + ^8^^ + • • ' + CLrX^"^ = 
die Lösungen a; = 1, 6, «V ' • f*"~^ haben, was nur angeht, wenn 
r = m + 1 ist, d. h. alle yi, y^y' ' 'Vm in der linearen Relation vor- 
kommen, und ausserdem noch eine der ^-Functionen verschwindet; 
wenn somit in einer homogenen linearen BelcUion zwischen den Zweigen 
eines Cyclus nicht alle diese Zweige enthalten sind, so müssen mindestens 
zwei der Functionen %{x)y il>i{x)j • • • ipm-^i^x) verschwinden, d. h. es 

dürfen in der Entmcklung um den Verzweigungspunkt nicht alle positiven 

1 

ganzen Potenzen von {x — a)"* — wenn nach dem Modul m congruente 
zusammengefaßt sind — vorkommen, oder es müssen in der Entwicklung 
mindestens, für eine bestimmte, von Null verschiedene, unter m liegende 
Zahl fi, die Coefficienten aller Potenzen von x — a von der Form 



m I 

I 
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(x — «)*", worin 

pr:^ (i (mod. m) 
ist, verschwinden. 

TJmgekeJirt ist aber auch leicht zu sehen^ dass, wenn die EntwicMmig 
irgend eines Zweiges der Function um einen Vo'sweigungspunlct Jierum 
die angegebene unvollständige Form hat, nothwendig zwischen weniger 
Zweigen des Cyclus, als dieser Cyclus Elemente besitzt^ eine homogene 
lineare Relation stattfindet y deren Coefficienten eine aus den Einheit s- 
imirzeln zusammengesetzte, leicht angebhare Form haben. 

Denn sei 

Vi = ^n W (^ — «)'" + ^»'« ix)(x — a)"'-i 1- 1,^ (x) {x — a)m 



y^=s''^ilfyX^)(x— uY' + £'^^tv,{x){x — ay'' -\ 1-£ 7p^^{x){x—a) 



m 



"h 



worin /x<m — 1 sein soll, und multiplicirt man die letzte Gleichung 
mit 1', die vorletzte mit — («"' + ^"^ + • * • + ^'^'O; ^^® drittletzte 

mit (a^'f"^ -| 1- B^'^^B^^ u. s. w., endlich die erste mit — ( ly^f'''«^»-- aV ^ 

so werden, da die Gleichung 

die Lösungen 6"^ «'*,••• «''* hat, die einzelnen Verticalreihen der 
rechten Seite den Werth Null ergeben, und somit wird aus der 
linken Seite die lineare Relation folgen 

(233) .... y,,+i — (£'•« + «"«H \-B^) y^ H 

— f- (— 1)"«"* «"'••• «"''yi = 0, 

worin, weil ft < m — 1, also /Lt -|- 1 < m ist, höchstens m — 1 solcher 
Werthe aus einem Cyclus in der linearen Relation vorkommen. 

Da nun für jede homogene lineare Relation von y-Werthen eines 
Cyclus, welche weniger Zweige einschliesst als die Anzahl m der 
Elemente des Cyclus beträgt, in der Entwicklung der angegebenen 

Form Potenzen von {x — a)^ fehlen müssen, und wenn diese fehlen, 
die lineare Relation die Gestalt (233) haben muss, so folgt, dass, 
wenn für die Zweige einer algebraischen Function, welche sich um einen 
Verzweigungspunkt zu einem Cyclus gruppiren, eine homogene lineare 
Belation besteht, welche weniger Zweige einschliesst, als die Anzahl m der 
Elemente des Cyclus beträgt, diese, wenn s eine primitive w'* Einheits- 

Königsberger, Differentialgleich. 15 
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uMrzel bezeichnet, die Form hat 

+ (£^»£^»+ «"'f''» -I h £*>--^ «"-"Oy/^-i f- (—!)''£''*«"*•• f*'^ 2/1=0, 

«rmw ft eiw6 ^ran^e^e positive Zahl <im — 1 und v^y v^,- - - v^i positive 
ganze Zählendem bedeuten, selbstverständlich, wenn nicht schon zwischen 
weniger als fi + 1 dieser Zweige Vi, y^y ' ' * Vfi+i eine homogene 
lineare Relation besteht, indem die angegebene Beziehung nur die 
Elementarrelation darstellt, aus der die zusammengesetzten durch 
Addition sich ergeben. 

Nehmen wir nun an, dass der Differentialgleichung 

(234)....-g-+r.-5:jf + ... + r„_,^ = ,. 

ein elliptisches Integral erster Gattung genüge 



worin 



(235) ...... =y-^ 



^(i)=y(i-i«)(i-c*r), 

und, wie oben als noth wendig erkannt worden, 

(236) • . . . Wi = /•(a;, Fl,... Ym-uy^), ^{u^) = F{x,Y^,"- Y„^i,y^), 

wenn f und F rationale Functionen bedeuten*), so werden, wenn 
y eine algebraische Function darstellt**), welche für ihre Entwicklung 
um einen (»-fachen Verzweigungspunkt die oben geforderte Eigenschaft 
besitzt, für deren fi + 1 Zweige eines Cyclus also, wobei /x -f- K (>, 
eine homogene lineare Relation stattfindet von der Form 

(237) y^^, — (a^. + s'^-\ h«*'^)y/.H \-{-iy8'^€^^"S>y^=0, 

aus wiederholt angegebenen Gründen, indem man x geschlossene Um- 
läufe machen lässt, durch welche y^ der Reihe nach in ^2; ä/s? " * * Vt^+t 
übergeht, auch 

(238) • • • • ^, ^-J-zk' ^^^f-JW' ' ' ' ''"+' ^j'^ 
Integrale der entsprechenden Differentialgleichungen (234) sein, worin 



*) indem anderen Falls nur ein ganzzahliger Theil jenes Integrales an die 
Stelle tritt. 

**) und zwar y als Lösung einer algebraischen irreductibeln Gleichung ge- 
dacht, deren Coefficienten rational aus x, Yj, Y^, • • • Y^_i zusammengesetzt 
sind und deren Lösungen daher durch Umläufe erhalten werden, welche Y^, 
Y^, • • • Y^_i unverändert lassen. 
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(239) 



Uf,^i—f(x, r,," Fm_i, «/j„+i), z/ (m^+i) = F(a;, F,,- Ym-i,yf,+i) 
ist Multiplicirt man von den Gleichungen 






~d^^ + ^^ do^-^ + • • • + Yx'-^-äi — y^+i 

die letzte mit 1, die vorletzte mit — (s^^ -f- . . . -j- ^V)^ u. s. w., die 

erste mit ( — l)*"«"» • • • s^f^, so folgt, wie unmittelbar zu sehen, dass 
vermöge der Beziehung (237) 

ein Integral der reducirten linearen Differentialgleichung 

(24.)....£^+r.^f- + ...+ r,_.4f-o 

sein wird. Nimmt man nun wiederum an, dass die letztere Differen- 
tialgleichung entweder durch gar kein AbeTsches Integral befriedigt 
"wird, oder, wenn dieses der Fall ist, nur durch ein elliptisches Inte- 
gral erster Gattung mit demselben Modul c^, so wird nothwendig 

sein, worin v constant oder eine algebraische Function von x ist, 
und wenn man wieder 



16= 



J ja) J ^(i) J 
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setzt, so erhält man die Beziehung zwischen elliptischen Integralen 

Nach dem bekannten Ab einsehen Satze, der ein specieller Fall 
des oben bewiesenen allgemeinen Satzes von der Beziehung zwischen 
AbeFschen Integralen ist, folgt aus dieser Gleichung 

(243) SpJ,,, - (.^'+ • • + e'^/lj^ + •• + (- !>'.'■ • • e ••/Ijy =0, 

worin w^^ w^y • • • w^, ^ (w^), ^ (w.^), - • • ^ {Wf^ rationale Functionen 
von w^^i und J {w^j^i) sind; nun ist aber unmittelbar ersichtlich, 
dass, wenn Wx und z/(m?x) rationale Functionen von m?^^-i und 
^(w;^+i) sind, auch 



dw^^ 



diesen Charakter hat, und weil dies ein DiflPerential erster Gattung ist, 

Wx W^i-\.l 

dl 



(2^)----/-^ = ^J- 



sein muss, worin, da der Modul der beiden in Beziehung gesetzten 
elliptischen Integrale derselbe ist, Mx bekanntlich eine ganze Zahl 

oder von der Form -^\(^y. + iVbx) sein muss, worin üx und hx ganze 

Zahlen bedeuten, von denen die zweite wesentlich positiv ist, in 
welch* letzterem Falle der Modul c^ des elliptischen Integrales ein 
Modul der complexen Multiplication sein wird. Nehmen wir zuerst 
an, c^ sei kein Modul compleocer Multiplication, so dass My^^M^y-^M^i 
ganze Zahlen bedeuten und setzen wir 

SO folgt nach (243) die ganzzahlige lineare Relation zwischen den 
j1- Grössen 

(245) ....* + M,A, + Jf,.^i^2 + • • • + M^A^ = 0, 
und seist man 

in die Gleichung (242) ein, so ergiebt sich 

(246) .... {mJ'£ - sf^) + A, [mJ'-I^ _ if,/||) 
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nehmen wir nun an, dass die Klammern nicht einzeln verschwinden 
— welcher Fall nachher untersucht werden soll — so wird, wenn 
wir mit Hülfe des Additionstheorems 



w 



setzen, die Gleichung (246) übergehen in 

(2^^) • • • /^) + ^/^l) + V^) + • • • + ^-/i) = ^' 

woraus wieder genau wie oben die ganzzahlige lineare Relation 

folgt, worin M^^^ ; • • • ^f ^ gan^e Zahlen sein müssen, da c^ nicht 
ein Modul complexer Multiplication sein sollte; bestimmt man hieraus 
wieder ^^_i, setzt den Werth in (247) ein und zieht die ellipti- 
schen Integrale- wieder zusammen, so erhält man eine Relation von 
der Form 

immer wieder vorausgesetzt, dass die bei der Herleitung dieser 
Gleichung sich ergebenden, den obigen analogen Einzelklammern 
nicht verschwinden. Durch Wiederholung derselben Schlüsse gelangt 
man zu einer Gleichung von der Form 

(249)..../^ + a/^ = 0, 

welche wieder unter der gemachten Voraussetzung die Beziehung 
nach sich zieht 

(250) .... d^^^ ~'^ + A^ M^^-^^ = , 

woraus folgt, dass, wenn die im Laufe der Reduction sich ergeben- 
den Einzelklammern nicht verschwinden, und c^ nicht ein Modul 
complexer Multiplication ist, 

^1 = — {a''^ + £''=' H 1- Bf") 

eine rationale Zahl sein müsste. 
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Beschränken wir una nun auf die Untersuchung des Falles , in 

welchem q eine Primzahl ist, so wird wegen der Irreductibilität 

der Gleichung 

1 + x-^ x^ -] 1- rr?-^ = 

A^ nur dann eine rationale Zahl sein können, wenn die Gleichung 

^ V + ^ V - 1 -j 1- ir'* + ic"^ + ^1 = , 

in welcher der Grad i/^ höchstens der q — 1*® ist, die Lösung e 
haben kann, d. h. wenn 

ft = (> — !, V/t = p — 1, i/^-i = () — 2, • ••1/3 = 2, Vi = l, -4i = l 

ist, während doch f* < p ~ 1 sein sollte. 

Nehmen wir daher an, dass jene Relation zwischen den Elemen- 
ten eines Cyclus weniger Elemente enthält als die Ordnung des 
Cyclus beträgt, oder dass in der Entwicklung der algebraischen 
Function um einen Verzweigungspunkt herum nicht alle gebrochenen 
Potenzen von der Form 



l 



— 1 



(x — a)Q , (x — a) ? , • • • (ic — a) ? 

vorkommen, so müssen entweder die oben bei der successiven Re- 
duction sich ergebenden Einzelklammern verschwinden, oder c^ muss 
ein Modul complexer Multiplication sein. Untersuchen wir nun jene 
Klammern und nehmen an, dass die sämmtlichen zur ersten Re- 
ductionsgleichung gehörigen Klammern verschwinden, so wird in 
der Gleichung (246) 



(251) 



IT 



|U+1 U, 






sein; verschwinden die zur zweiten Reductionsgleichung gehörigen 
Klammem, so erhält man offenbar 



V — ? fa 



oder vermöge der Gleichung (m) 



"i«— ? Ui 



(252) .... ^x</^ - «> Jf,_^ -If^i^lf,)/ 
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fährt mau so fort, so sieht man, dass das Verschwinden der Einzel- 
klammern jedenfalls zwischen allen oder einigen der elliptischen 
Integrale der Gleichung (242) eine homogene lineare, nicht identisch 
verschwindende Relation von der Form nach sich zieht 

«'Z^ + I V u, 

worin Li, L^, • • ■ Lfi+t ganze Zahlen bedeuten, oder, da oben 

dl 



Cal _ CiL = Cal. 

J j{i) J ^(1) J z*(i) 



^(1) 

gesetzt war, 

"fl + l "ft «, 

(254) . • . . L^+iJ:^ + V^ + • • • + V^ °° ^"+{1^^ ' 
woraus folgt, dass, weil die einzelnen Integrale 

Integrale der vorgelegten ' nicht homogenen linearen Differential- 
gleichung darstellten, wenn die rechten Seiten resp. Jfi} y2y ' ' Vfi+i 
waren, der Ausdruck 

^'+'J M)"^ ^J M) -^ " "^ ^J m 

ein Integral der DiflFerentialgleichung 

(255)....-^ + r,-£l^+ •• + r»-x4^ 

ist, und somit auch nach Gleichung (254) 

L 



Cd 



ein Integral von (255). Da aber nach der für die Gleichung (241) 
gemachten Annahme 

dl 



h 



ein Integral der reducirten Differentialgleichung ist, somit auch dieser 
Werth mit der Constanten L multiplicirt die linke Seite von (255) 
zu Null macht, so ergiebt sich 

(256) i^^-iy^+i + i^y^ -+-•••+ L^y^ = 0, 
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worin die Grössen L ganze Zahlen bedeuten; da aber nicht schon 
zwischen weniger als /it+l der Grössen y^y^, • • y^/+i des Cyclus eine 
lineare homogene Gleichung stattfinden sollte^ so muss die Relation 
(256) mit (233) übereinstimmen, oder es muss 

^^ = /^ + /^ + . . . + £> 



•^/^+i 



sein; da aber die Summe von £- Potenzen nur einer rationalen Zahl 
oder Null gleich sein kann, wenn sie sämmtlich in dieser Summe 
vorkommen, so würde das Bestehen der obigen Gleichungen wieder 
erfordern, dass in der Entwicklung der algebraischen Function um 
jenen Verzweigungspunkt in dem angegebenen Sinne alle gebrochenen 
Potenzen vorkommen müssen, es können somit — diesen Fall aus- 
geschlossen — auch die bei 'der obigen successiven Reduction sich 
ergebenden Einzelklammern nicht verschwinden, und es ergiebt sich 
somit der nachfolgende Satz: 

Genügt einer linearen Differentialgleichung 

dz . -^r^ d ~ z , I x^ öJ<^ 



ein elliptisches. Integral erster Gattung, und kommen in der Entwicklung 
der Function y um irgend einen ihrer Verzweigungspunkte a für einen 
primzahligen Cyclus q nach Zusammenfassen der gleichen gebrochenen 
Potenzen nicht alle Potenzen 

1 2 ^—l 



{x — cc) Q , (x — «)?,••• (a; — «) 9 

voTy so ist der Modul des elliptischen Integrales ein Modul complexer 
Multiplication, wenn die rediccirte Differentialgleichung der angegebenen 
Beschränkung unterliegt. 

Ist aber nun c^ ein Modul complexer Multiplication, so musste 
Mx, wenn es nicht eine ganze Zahl war, nothwendig die Form 

haben — (ax + iix)j worin ax und bx ganze Zahlen bedeuteten, von 

denen die letztere wesentlich positiv ist, und es bleiben offenbar 
alle früher gemachten Schlüsse gültig, bis wir zur Beziehung (250) 

gelangen, aus der vermöge der eben angegebenen Form von M^^^~^^ 
nur gefolgert werden kann, dass 

(257) .... «"' + «"'-{ [- gV = p + iry^ 
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ist; worin p, r, q rationale Zahlen bedeuten, von denen die letztere 
positiv oder Null ist und ohne quadratische Theiler angenommen 
werden darf. Vorausgesetzt wurde jedoch, um zur Gleichung (250) 
also zu der analogen (257) zu gelangen, dass die bei der Reduction 
successive auftretenden Einzelklammern nicht verschwinden; ist dies 
aber der' Fall, so ergiebt sich für die der Gleichung (256) analoge 
Gleichung 

(258) • . . . (P„ + i + i Q, + , Y^)y^+i 

+ (Pf. + iQ, Vq)y,.-{---- + (Pi + iQiVö)yi-o, 

und setzt man die früher aufgestellten Entwicklungsformen der 
Grössen yi, y2f : ' ' V/n + i ein, so folgt unmittelbar, dass die Gleichung 

(259) .... {P,^^ + iQ,^^Y^)x^^ 
+ (P,, + e(2^,-^)^-i + ...+ P, + iQ,yq=0 

die Lösungen a^*, e'^, • • • a^f^ haben muss; es wird also entweder das 
letztere stattfinden, oder es wird die Gleichung (257) gelten, anders 
ausgedrückt, es wird entweder die Gleichung (259) die Lösungen 

/', f*^", • . . 6^^' besitzen, oder es wird die Gleichung 

(260) .... x^' + x^'-l h ^'" =P + irVq 

die Lösung € haben. Die Vergleichung der Beziehungen (259) und 
(260) mit den Kreistheilungsgleichungen und deren Zerlegungsformen 
liefert leicht das Resultat, dass, wenn in der Entwicklung von y um 
einen primmhligen q- fachen Verzweigungspunkt herum nicht alle Po- 



tenzen von {x — a)^ vorkommen und q ^ 3 (mod. 4) ist, einerseits 
der Modul des elliptischen Integrales j welches ein Integral der linearen 
nicht homogenen Differentialgleichung ist, . unter den bekannten Be- 
schränkungen für die reducirte Differentialgleichung ein Modul der com- 
plexen Multiplication ist, andererseits folgt, dass die Entmcklungs- 
form von y Qq-i 

gl ga 2 

y = ^i(a;) (x — a)^ + il;^(x) (x — a) 9 ^ 1- f^^ (x) (x — a) ?" 

2 

sein muss, worin q^, 92; * • ' Qg—i entweder alle ^T" quadratischen 

2 

Beste oder alle — - — quadratischen Nichtreste von q bedeutet; zugleich 

ergießt sich, dass ]/ — q der Multiplicator der complexen Multiplication 
des elliptischen Integrales sein wird, und dass nach früher entwickelten 
Sätzen auch der complexe Integralmodul bis auf die durch algebraische 
Transformation aus diesem herleitbaren bestimmt ist 
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Auf weitere Untersuchungen, welche den Fall q^I (mod- 4) 
betreffen und auf zusammengesetzte q ausgedehnt werden können, 
wollen wir hier nicht weiter eingehen, und nur noch auf die ähn- 
lichen Untersuchungen hinweisen, welche die complexe Multiplication 
der hyperelliptischen und AbeTschen Integrale berühren. 

Nehmen wir an, dass die Differentialgleichung 

(261) . . . . -^ + Y, ^If + . . . + r^^, -^ = j, 

durch ein hyperelliptisches Integral erster Gattung — und auf In- 
tegrale erster Gattung konnte das Problem, wie oben gezeigt worden, 
stets zurückgeführt Werden — befriedigt werde, so war früher nach- 
gewiesen, dass auch stets, von einem Zahlenfactor abgesehen, ein 
Integral der Differentialgleichung von der Form existirt 



«1 «2 **jo 



^ J 1/9(0 J Vvd) J 



' m) di 



worin /"(g) eine ganze Function höchstens vom p — 1*°" Grade be- 
deutet, 9(1) ein ganzes Polynom vom 2p -\- 1**" Grade ist, und 

«1, «2, • • • Mp 
die Lösungen einer algebraischen Gleichung p**" Grades 

(263) uP+f,ix, Y„..Y„,-^,y)uP-'+^^^-{-f,(x, ¥„■■ Y^-x,y)==0 

sind, deren Coefficienten rationale Functionen der in ihnen ent- 
haltenen Grössen bedeuten, während die zugehörigen Irrationalitäten 
durch die Gleichung bestimmt sind 



(264) ■ . . . l/^K) = F{ur, X, Fl, . . . r^-i, y), 

in der F wiederum eine rationale Function bezeichnet. Machen wir 
nunmehr die oben für den Fall, dass die Differentialgleichung durch 
ein elliptisches Integral befriedigt wird, zu Grunde gelegte Voraus- 
setzung, dass zwischen zwei Zweigen der algebraischen Function y 
eine homogene lineare Relation besteht, oder dass 

(265) y^ = 6y, 

worin e, wie gezeigt worden, eine ft*® Einheitswurzel sein musste, 
und die die Grösse y definirende algebraische Gleichung die Form 
hatte 

(266) y-f^+q>^(x, r„.. r«_i)t/('^-^)A' + -- + <Px^(^, Tir- ^m-O^O, 

so folgt genau wie früher, dass der Ausdruck 



Vi t»j *!p 
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ein Integral der Differentialgleichung 

ist, wenn t;i, Vg, • • • Vp Lösungen der algebraischen Gleichung 

(269) vP+f,{x, r,, .. Ym-i, ey)v^'+ .. +f,(x, Y,, .. T^^i, ay)=0 

sind, während die zugehörigen Irrationalitäten durch die Gleichung 
bestimmt sind 

(270) .... V^) = F{vr, X, Fl, . . . Ym-i, ey), 
und dass somit die reducirte lineare Differentialgleichung 

(271) . . . . i!!^ + r, -^^ + • • • + Ym-i ^ =0 
das Integral besitzt 



u. 



Nehmen wir nunmehr wieder wie oben an, dass die reducirte 
Differentialgleichung entweder durch gar kein Integral einer alge- 
braischen Function befriedigt wird, oder dass, wenn dies der Fall 
ist, sich dieses durch dieselben hyperelliptischen Integrale erster 

Gattung mit der Irrationalität j/^d) darstellen lässt, so würde jedenfalls 



^r Jt> "** - ^*' 



(273).... yrjmi--syrC-^^^^=yrr-mL 

sein, worin w^, w^, - • - Wq zum Theil oder auch alle constant sein 
können, und man erhält somit, wenn nachdem AbeTscheu Theorem 

(274).... tf C-fm-^^r ff^^}^ =V. CMB- 
gesetzt wird, die nothwendige Beziehung 






(275).... yi f-f^ ^ e yi fMil 



Aus dieser Gleichung können wir aber sofort auf bestimmte 
Formen des Polynoms 97(4) schliessen; bezeichnen wir nämlich die 
Periodicilatsmoduln des Integrales erster Gattung 

V(§)dS 
VvW 



f 
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an den 2p Querschnitten mit 

©1, Oj/, (»2, CO^'f • • • 02p, 02p 

und bemerken, dass zwischen den Ur und Ur ein algebraischer Zu- 
sammenhang besteht, so folgt ' leicht, dass, wenn man in der 
Gleichung (275) einen der Integrationswege der w -Variabein den 
ersten Querschnitt einmal schneiden lässt, auf der linken Seite, da 
die rechte Seite in den Grenzen unverändert geblieben ist, und nur 
um eine additive Constante vermehrt worden, die Grenzen nur in 
die anderen Lösungen der zwischen den U und u bestehenden alge- 
braischen Beziehungen übergegangen sein können, und dass, weil 
die Anzahl der C-Werthe nur eine endliche ist, wir jedenfalls den 
ersten Querschnitt so oft werden durchschneiden können, bis einmal 
zwei Werthesysteme der p Grössen U einander gleich werden; dann 
wird auf der linken Seite die der rechts hinzutretenden constanten 
Grösse, welche ein ganzes Multiplum von m^ ist, äquivalente Con- 
stante nur von dem Durchschneiden der Querschnitte durch die In- 
tegrationswege der linken Seite herstammen, somit nur ein ganzes 
Vielfaches der 2p Periodicitätsmoduln sein können. Verfährt man 
ebenso mit jedem der 2p Periodicitätsmoduln, so ergiebt sich das 
folgende System von Gleichungen 

em^ Ol =a^i(o^ + 6hG}/ + «12^2 + ^12^2' + h «ii>Op + hipCOp 

tm^io^ = aliOi + &ii 0/ + ^1202 + 612 Og' + ' * ' + ^ii> ^p + Vi^^p 

£m2C»2 =0^21 Ol + &2lß'l'+ 0^22 ß>2 + i!^22 «^2' + * ' * + ^"ip^P + ^%p^'p 

enipCOp =api(o^ + &piOi'+ a^acog + K^^2 + • • • + appCOp + ^pp^'p) 
und daher die Bedingungsgleichung für e 

an 611 — Efn^ ai2 612 •• • ciip iip = 0. 

ttpt hpi ap2 lp2 • • • c^pp hpp — smp 

Es folgt somit der Satz, 
dass, wenn einer nicht homogenen linearen Differentialgleichung (261), 
deren rechte Seite y hei einem geschlossenen Wege der Variabein in ein 
Multiplum dieses WertJies übergeht oder einer Gleichung von der Form 
(266) angehört, welche nur Potenzen von y'* enthält, ein hyperelliptisches 
Integral p*"' Ordnung genügt, unter der Voraussetzung, dass die redudrte 
Gleichung, wenn sie überhaupt du/rch ein AbeVsches Integral befriedigt 
wird, als solches nur ein gleichartiges hyperelliptisches Integral besitzt, 



•^w 
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2TtJ_ 

die Grösse e ^ die Lösung einer Gleichung 2p*^^ Grades mit rationalen 
Coefficienten sein muss, woraus nach bekannten Principien die Fest- 
stellung der möglichen Werthe für die Zahl fi hervorgeht. 

Untersuchen wir genauer den Fall, in welchem [i^ 2p -{- 1 und 
ausserdem der Beschränkung unterworfen ist, eine Primzahl zu sein, 

2Tti 

so kann e ^ nur dann die Lösung einer Gleichung 2p^'^ Grades mit 
rationalen Coefficienten sein, wenn ft = 2j9 «f- 1 *) ist, und es wird 
also die Gleichung (275) nur bestehen für 

2ni 

(276) .... £ = 62FFi, 

worin 2jp + 1 eine Primzahl und das Polynom q>{^ selbst vom 
2p + 1*®*^ Grade ist. Ein solches hyperelliptisches Integral, welches 
eine complexe Multiplication mit dem Multiplicator (276) zulässt, 
ist offenbar 



/> 



indem die Substitution 

I = b9yi , worin p (x + 1) ^ 1 (mod. 2p + 1), 
die Beziehung liefert 

und wir wollen uns nun mit dem Falle beschäftigen, in dem die 
Differentialgleichung (261) ein Integral von der Form 



Ml «2 "i> 



r^l 



besitzt, wenn die rechte Seite y der Differentialgleichung durch die 
Gleichung definirt ist 

(278) .... y'(2i'+i)+ 92p+i(rr, F,, . • • r^^Oy^'~'^^'^+'^ +• ' • 

während m^, ... Wp, sowie j/g) (u^ Gleichungen von der Form (263) 
und (264) genügen. Lässt man nun die Variable x wieder ge- 
schlossene Umkreise beschreiben derart, dass Fi,.«- Y^—x unver- 



. *) Ist 2 p 4" 1 = 5 '^^^ f* ^^^'^ beliebige Zahl, so können dieser Forderung, 
wie leicht zu sehen, nur die Werthe ^ = 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12 entsprechen, 
und ähnlich für grössere 2jp-f-l, 
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ändert bleiben, während y der Reihe nach in 

sy, €^y, . . . s^Py 
übergeht, so werden die Differentialgleichungen 



(279) 



dx 



+ y. 



m 



dx"^-^ "^ 
^ ^^ -dar-' + 



+ r„. 



dz 

^ ~dx 



+ Yrn- 



dZi 
^ ~dx 



y 



«y 



(T-^ 



ar Za^ d"* ^ Za^ dZa 

— - 4- T, ^ -I 1- r« 1 —^ = £2i>i, 

^ dx"" ^ ^ da:"*-^ ^ ^ """^ d^ ^ 



die Integrale besitzen 



(280) 



Wl 



Ua 






.(») 



u 



(1) 



-/, 



fdl 



l/|2p+l_j 



» I • • • ■ I 



/, 



rdi 



y^FFiZi 



.(«p) 



u 



TSj») 



;?2 






worin u^f, ^f >' ' ' ^ Lösungen der algebraischen Gleichung 

(281) nP+f,ix, r^,-- r„_„ a^y)uP-'+--+f,(a;, F,,.- r„_„ f?y)=0 

sind, während die zu diesen Lösungen gehörigen Irrationalitäten 
durch 

(282) .... yu'p+^ - 1 = F{u, X, Ti, . . . Ym-i, a9y) . 

bestimmt sind, und es ist somit 



.— 1 



2 



(283) 



£f+« 2^1 4"« ;?g + ••• + « 



»— 2i> 



if, 



2i7 



2p + 1 



ein Integral der vorgelegten Differentialgleichung (261); oder aacH 
mit Benutzung der Werthe (280) 



.W 



(284) 
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oder endlich, wenn 

(285) . . . . it|:^ = e*"' t;^\ 

worin 

(285a) w,(x + 1) = s (mod. 22? + 1) 

gesetzt wird, 



•<•' 



(286) 



2p p /» 



r^l 



]/j2i) + l_i ' 



worin Vj\ ^;2^ • • • v^*^ Losungen der algebraischen Gleichung 

Ar 

(287) .... s'-'^'vP+B^'~'^''''f,{x, r„ . . • r„_i, «»y)«^-» + . . • 

. . . + /5,(a;, Ti, . . . r„_x, f y) = 

sind, während die zugehörige Irrationalität der Gleichung genügt 
Setzen wir nun 






Z Zn ^V 

so ist nach dem AbeTschen Theorem eine Function p{v) vom 
p(p+l)*«^ Grade 

(289) !>(«?) = v^(^+i) + Op (p+i)_i v^f^+D-i -I 1- Oit? + ao , 

und eine Function q (v) vom ^ — 1*®^ Grade 

(290) g (t^) = V-i «^'''~* + &i>*-2 1^^'"* H h ^i«' + &0 

so zu bestimmen, dass 

(291) p{v) — q(v) ]/t;2i>+i _ 1 = 

befriedigt wird durch die l>(2p+l) Werthe i;^*^ und die dazu- 
gehörigen Irrationalitäten. Beachtet man, dass die in der Gleichung 
(291) vorkommende Irrationalität vermöge der Gleichung (288) mit 
Hülfe von (287) als ganze Function des p — 1*®** Grades des ent- 
sprechenden V dargestellt werden kann, so wird der Factor des 
Coefficienten hv in der Gleichung (291) die Form haben 

+ «''-'""^.(a;, r„ . . . r„_x, 6'y)t;<'"'+'-^ + • • • 




240 § 15. Eigenschaften der Irrationalitäten AbeFgcher Integrale. 

setzt man ferner die Potenzsumme der Lösungen der Gleichung (287) 

und addirt von den |)(2^+1) Gleichungen (291) je p, die zu den 
Losungen derselben Gleichung (287) also zu demselben s gehören, 
nachdem sie der Reihe nach mit 



1 


1 


... 1 


^f+' 


,(.,"+1 


. . . r<')''+^ 
p 


• • ■ ■ 


„(.)«("+" 


...t,w«c+« 

p 



12 p 

multiplicirt sind, so erhält man das folgende System von Gleichungen, 
in v^elchem s = 0, 1 , 2", • • • 2|) zu setzen ist: 

(292) Ssp(p^i) + O'pip+i)—! Äj,(p4-i)_i + • • • + «lÄi + «0^*0 

+ V-l {6^^"-^^"**9l(^; ^l> • • • ^m-l; €'y)Ssp(p+l)-2 ^ 

h fpp-^i(x, Fl, • • • Ym-1, 5*y)5,p^-i} 

+ 6^._2 [€^P-'^^'^sfp^(x, Fl, . . . r^_i, £*y)/S,p(p+i)_3 -I 

1- 9)p__i (a;, Fl, • • . F^-i, £*y) Ä^^-s} 

+ 

1- 9?p_i (a:, Fl, • • . Ym-iy £'y)Sso I = 0, 

und noch p — 1 ähnlich gestaltete, die sich von (292) nur dadurch 
unterscheiden, dass alle zweiten Indices der S um resp. x + 1, 
2(x + 1), 3(;c + 1), • • • (p — 1) (x + 1) Einheiten erhöht sind. 
Fassen wir die gleichartigen 2 p -{- 1 Gleichungen (292) auf, welche 
den Werthen 5=0, 1, 2, • • 2p entsprechen und beachten, dass, wenn 
für Sox als Potenzsumme der Lösungen der Gleichung 

vP + /; (a;, r„ . . . r„_i, y) vP-^ + . . . + /^, (a;, r^, • • . r„_„ y)^0 
vermöge der Gleichung (278) die Form 

Sox = %x + S3;iy + ^xy^ + • • • + ^ly^"" 

gesetzt wird, worin %x^ S3;i, • • Sa rationale Functionen von rr, Fj, • • Ym-i 
und y2^+^ sind, sich 

(293) . . . . fif,;i = a-^"»* {8li + e^aS^y + 6^'(S;iy^ + h f^^-ß^y^^} 

ergiebt, so wird, wenn bemerkt wird, dass aus den einzelnen 
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Klammeru, welche die Factoren der 6-Coefficienten in der Gleichung 
(292) bilden, die respectiven Einheits wurzeln 

(j,a_l)« __(p5_2)m, O.m. 

S ' , B % • • • £ * 

heraustreten, während die Klammern wieder die Form annehmen 

die Addition der 2p'\-\ Gleichungen (292), wie leicht zu sehen, 
folgendermassen bewerkstelligt werden können. Bezeichnen nämlich 
8 und ri gegebene ganze Zahlen, und bestimmt man, was, da 2p -{-l 
eine Primzahl, immer möglich ist, zwei ganze Zahlen 0d nnd tij aus 
den Congruenzen 

(294) . . . • 0s{yi + 1) = *, r^(x + 1) = 12 (mod. 2p + 1), 
so wird in der Additionsgleichung der Coefficient von ad lauten: 

2p 2jp 2p 

(295) %5 «"*"■'+ S3<iyS «-''"'+• + ••• + Sjy^^S £-'''"•+**', 



ü * 

und der von h^i 

2p 2p 2p 

(296) ^„^ B-'""' + B,y^ £--''". + « + ...+ A y^p'^ B-'"''+-"'', 



und, wenn man berücksichtigt, dass nach den -Congruenzen (285 a) 
und (294) 

(297) — dm, + ^öS^ und — lym, + t,jS ^ (mod. 2p + 1) 
ist, so folgt, dass der Coefficient von a^ nur noch lautet 

während der Coefficient von 6,^ 

T„y" 

ist, und somit das Resultat der Addition 
(298) 2;po>+i)/''^''+*' + ap(p+i)-i ^PiP+D-iV""^"-^'^-' +••+ «i^i^' + «oS;«^^ 

worin die % und T rationale Functionen von x, Y^, • • • Ym—i und 

y2p + l gjjj(]^ 

Multiplicirt man die 2p -\- \ Gleichungen (292) der Reihe 
nach mit 

\ B B^ ." B^P 
1 £2 «^ . . . B^P 



1 s^P s^P • • • B^P^ , 
Königsberger, Bifferentialgleicb. 16 
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so lautet das Resultat der Addition dieser Gleichungen mit Berück- 
sichtigung der obigen Congruenzen und der Wahl ähnlicher Be- 
zeichnungen wie oben 

(299) Xj;,+„/'<^+« + «,(,+„_, Xj>^+,,_,/^(^+.)-i + . . . +-ao2:^V" 

+ 6,,_, T^U yv-^ + V-« ^jl. y"'-' +--'-\-h T^' /" = , 

worin 9 = 0, 1, 2, • • • 2^? zu setzen ist. 

Man sieht leicht^ dass in air den Gleichungen, welche man auf 
dieselbe Weise aus der Gleichung (292) herleitet, nachdem in der- 
selben die zweiten Indices der S um resp. x + 1, 2(x -|- 1), • • • 
(p — 1) (x -f- 1) Einheiten erhöht worden, nur statt d und rj die 
Grössen d -f- (x + 1) 5 ^^^ ^ + (^ 4" 1) 5 auftreten werden, wenn . 
der Index von S um (x + 1) S Einheiten erhöht ist, und wenn man 
daher wieder zwei ganze Zahlen ftj und v,j aus den Congruenzen 

bestimmt 

^d (x + 1) = <J + (x + 1) t 



(mod. 2^) -f 1) , 



so wird die der Gleichung (298) analoge Gleichung folgendermassen 
lauten 

+ ^.-^ T'J_, /i"-i + 6^,_, TlL, y^'-' + • • • + fto?:^/" = ; 
wenn man aber berücksichtigt, dass wegen 

(x + 1) (^d - Ö = * «n<i (« + 1) ^cT = * (mod. 2p + 1) 

auch 

ft(j ^^ <Jtr -f- g und ebenso v,^ ^ r,; -|- g (mod. 2 p + 1) 

folgt, so ergeben sich, wenn die Gleichungen mit y""^ multiplicirt 
werden, endlich die p (2p + 1) Bestimmungsgleichungen für die im 
Aber sehen Theorem vorkommenden Constanten a und 6 in der 
Form 

(301) %ll+,, /-'-+^) + «,,,+,,_, %ll+,,_, /^<^+«-^ + . . . + «o^o^'j^"" 

+ ^,.^ Tlt, y^-' + 6,,_, 2';/_, yV-^ + • • • + 6, 2?^^ = 0, 

worin für 9 alle Zahlen 0, 1, 2, • • • 22>, für f die Zahlen 
0, 1, 2, • • • 2> — 1 zu setzen sind. 

« 

Aus dem Gleichungssystem (301) ist nun unmittelbar zu er- 
sehen, dass, wenn 

gesetzt wird. 
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folgt, worin JJa und F« rationale Functionen von Xy ?!,••• ^in—i 
und ^2^+^ sind, und man erhält somit 

(302) . . . .i)(t;)2 - g (t;)2(!;2i'+i - 1) 

Berücksichtigt man nun die oben für die 6- und r-Grossen auf- 
gestellten Congruenzen, so findet man leicht, dass, wenn 

(303) v = w\f' 

gesetzt wird, worin X eine Lösung der Congruenz 

(304) . • . . A (x + 1) ^ 1 (mod. 2i>+l) 

bedeutet, ein Posten des ersten Quadrates der Gleichung (302) 
lautet: 

oder auch vermöge der oben bezeichneten Congruenzen: 
und ein Posten des zweiten Quadrates von (302): 

und die Gleichung (302) daher die Form annimmt: 

(305) . . . . jp (v)« — 2(v)2(t;2p+i — 1) 

worin die Grössen U und 85 rationale Functionen von Xy Fj, • • • Ym-x 
und y*P+^ sind. 

Nun ist aber auch 

(306) . . . . |) (t;)2 - g (v)2 (t;2p+l _ 1) _ FT 2;j(|; - ^^f)) >< 

1 

(^-^i)(t^~^2)---(v~^p); 

aus der Gleichung (287) folgt ferner 

2i? V 

16* 
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und wenn auch hier die Substitution (303) eingeführt wird, 



2p p 











1 

Th\e'""'y'PwP + £"'-""''y^(p-i)/; {x, ¥„■■ ^m-iyt'y) u^-' H 

oder endlicli, wenn man beachtet, dass aus den obigen Congruenzen 

m, ^ sA (mod. 2p + 1) 
folgt 

(307) fj fl{v - 1;«) 

1 

2p 

\-fp(^, ^ir" Ym-i, s'y)\ 

woraus zu erkennen, dass das Produet eine symmetrische Function 
von 

y, syy €^y, • • • e^Py 

ist, und somit eine ganze Function von w wird, deren Coefficienten 
rationale Functionen von x, ^i, • • • Ym—i und y^P-^^ vorstellen. 

Berücksichtigt man nun, dass die aus den Gleichungen (305), 
(306), (307) hervorgehende Gleichung des Ab ersehen Theorems als 
Coefficienten der höchsten «^-Potenz auf der linken Seite die Grösse 

y2lp{p+l) 

hat, während (307) als Coefficienten der höchsten w-Foieni 

ylp{2p-\-l) 

liefert, so wird der vermöge der Substitution (303) nach Gleichung 
(306) übrig bleibende Theil 

(y'w — Z,) (y'w - Zg) . . . (y'w - Z^> 

= y^p [wp + m,wp-^ H h aR^_i w + mp] 

sein, worin äRi, SRg, • • • SÄ^ rationale Functionen von x, Ti, • • • I^m— i 
und j/2pH-i bedeuten oder 

(v - Z,) (v-Z,)'"(v- Zp) = vP+ m.y^vP-^ 
+ m2y^hP-'^ -I 1- 3JlpyP^y 
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d. h. die Grössen Z^y Z^, - - * Zp, welche die Grenzen derp Additions- 
integrale der Gleichung (A) sind, werden die Lösungen einer .algebra- 
ischen Gleichung • 

(308) . . . . t;^ + aRiyV-i + m^y^^v^-^ H \- m^f^ = • 

sein, worin die Grössen SR den oben angegebenen Charakter liaben. 
Endlich werden sich nach Gleichung (291) die zu den Z-Grössen 
gehörigen Irrationalitäten in der Form ergeben 

(309) . . . . l/^^^f^^^ = ^^. " '■ 

• Das hierdurch erhaltene Resultat können wir auch so aussprechen : 
Unter der Voraussetzung, dass die lineare nicht homogene Differen- 
tialgleichung, deren rechte Seite y einer Gleichung von der Form (278) 
genügt j ein zum Geschlechte p gehöriges hyperelliptisches Integral besitzt 
von der Form 



«i Mj «p 



a"c?i 



(in tmefern diese Form ausschliesslich bestimmt ist, umrde früher unter- 
sucht), worin u^, u^, * * * Up die Lösungen einer algebraischen Gleichung 
jpten QfQ^ßß sind, deren Coefficienten rational aus den Coefficienten der 
reducirten Differentialgleichung und der Grösse y zusammengesetzt sind, 
hat dieselbe atich stets ein Integral von der Form 

Zi z^ ^P 



z 






in welchem die Grenzen der Integrale so beschaffen sind, dass, wenn 

Z^ = W^y' 
gesetzt wird, worin 

A(x-fl) = l(mod. 22>+l), 

die Grössen W^, W,^,' • ' Wp die Lösungen einer Gleichung 

WP + a», Wp-^ H 2Kp-i TT-f mp = o 

sind, deren Coefficienten rational aus den Coefficienten der reducirten 
Differentialgleichung und der Grösse 

zusammengesetzt sind, während die Irrationalitäten 
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skh als rationale Functionen von Wg darstellefi lassen j deren Coeffi- 
cienten wiederum rational aus den Coefßcienten der Differentialgleichung 
und 3/2^+^ msammengesetzt sind. 

Somit sehen wir auch in diesem Falle die Transformation der 
Integrale ^von DifiFerentialgleichungen oder Quadraturen — und auf 
diese Resultate haben wir früher hingewiesen — auf algebraische 
Gleichungen führen, die in ihren Coefßcienten nur rationale Zusammen- 
setzungen der Variabein und nicht die algebraische Irrationalität ent- 
halten, wenn y selbst einer binomischen Gleichung 2p -{- 1^^ Grades 
genügt. 

Die Methoden, mit Hülfe der Gleichung in W und der oben 
gefundenen Form der Irrationalität alle Differentialgleichungen auf- 
zustellen, welchen durch hyperelliptische Integrale der angegebenen 
Beschaffenheit genügt wird, sind oben erörtert worden, und ebenso 
bedarf die Verallgemeinerung dieser Untersuchungen auf Abel/sche 
Integrale keiner weiteren Ausführung. 



Zusatz. 

Ich will nachträglich bemerken, dass die in den §§ 14 und 15 
für die reducirte Differentialgleichung festgesetzten Bedingungen für 
den Fall von logarithmischen und AbeFschen Integralen nicht homogener 
linearer Differentialgleichungen darauf zu beschränken sind, dass die- 
selben überhaupt nicht derartige Integrale besitzen, während die 
Annahme solcher Integrale, deren Argumente rational aus den 
Coefßcienten der Differentialgleichung zusammengesetzt sind, eine 
etwas modificirte Untersuchung erfordert, auf die ich bei einer anderen 
Gelegenheit zurückkommen werde. 



»w'^ 



< • • 



